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ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ    2009 

 

ΜΑΙΟΣ 2009 

 

ΘΔΜΑ 1
 

Α). Έζησ κία ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ. Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην Γ θαη γηα θάζε  

      εζσηεξηθό ζεκείν x ηνπ Γ ηζρύεη f (x) = 0, λα απνδείμεηε όηη ε f είλαη ζηαζεξή ζε όιν ην  

      δηάζηεκα Γ.                                                                                                                    

Β). Πόηε κία ζπλάξηεζε f ιέγεηαη παξαγσγίζηκε ζε έλα ζεκείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο ; 

Γ). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδην ζαο δίπια ζην  

      γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε ηε ιέμε Σσζηό, αλ ε πξόηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,  

      αλ ε πξόηαζε είλαη ιαλζαζκέλε  

      α). Αλ z1, z2 είλαη κηγαδηθνί αξηζκνί, ηόηε ηζρύεη z1 z2  = z1 z2 .                        

      β). Μία ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ Α ιέκε όηη παξνπζηάδεη (νιηθό) ειάρηζην ζην x0  Α,   

           όηαλ f(x)  f(x0),  γηα θάζε x  Α.                                                                             

      γ). 
0

1
lim 1
x

x

x
.                                                                                                       

      δ). Κάζε ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζε έλα ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο είλαη θαη παξαγσγίζηκε  

           ζην ζεκείν απηό.                                                                                                       

      ε). Αλ κία ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα [α, β] θαη ηζρύεη f(x) < 0 γηα θάζε  

            x  [α, β], ηόηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω πνπ νξίδεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f,  

            ηηο επζείεο x = α, x = β θαη ηνλ άμνλα x x είλαη Δ(Ω) = f x dx .                      

ΛΥΣΗ 

Α). Θεσξία ζρνιηθνύ βηβιίνπ ζει. 251. 

Β). Θεσξία ζρνιηθνύ βηβιίνπ ζει. 213. 

Γ). α) Σσζηό         β) Σσζηό           γ) Λάζνο           δ) Λάζνο             ε) Λάζνο. 

 

ΘΔΜΑ 2
 

Θεσξνύκε ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο : z = (2 ι + 1) + (2 ι  1) i,  ι  R.  

Α). α). Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο πάλσ ζηελ νπνία βξίζθνληαη νη εηθόλεο ησλ κηγαδηθώλ  

           αξηζκώλ z, γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ ι  R.                                                             

      β). Από ηνπο παξαπάλσ κηγαδηθνύο αξηζκνύο λα απνδείμεηε όηη ν κηγαδηθόο αξηζκόο z0 = 1  i  

           έρεη ην κηθξόηεξν δπλαηό κέηξν.                                                                               Μνλάδεο 8 

Β). Να βξεζνύλ νη κηγαδηθνί αξηζκνί νη νπνίνη ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζσζε w
2
 + w   12 = z0,  

      όπνπ z0 ν κηγαδηθόο αξηζκόο πνπ αλαθέξεηαη ζην πξνεγνύκελν εξώηεκα.                    

ΛΥΣΗ 

(2 1) (2 1)z i , ι  R.  

Α). α). Θέηνπκε  
2 1

2 1

x

y
. Με απαινηθή ηνπ ι πξνθύπηεη ε  επζεία (ε) : y = x  2.  
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β). Από ην Ο θέξνπκε θάζεηε ζηελ επζεία (ε). Τν ζεκείν ηνκήο 

Μ είλαη ε εηθόλα ηνπ κηγαδηθνύ  

κε ην κηθξόηεξν κέηξν. Η εμίζσζε ηεο ΟΜ είλαη: y = x.  

Δίλαη : 
2 1

1

y x x

y x y
.Άξα Μ(1, 1) θαη z0 =1 – i. 

 

0

y

x

-2

2

M

 
 

B). Δίλαη :  
2

012w w z ε εμίζσζε. Αλ     w x y i , x, y  R ηόηε κε αληηθαηάζηαζε  

ζηελ εμίζσζε πξνθύπηεη 2 2( 12) 1x y x y i i    
2 2 12 1

1

x y x

y
   

 
3

1

x

y
  

4

1

x

y
.  

Άξα νη κηγαδηθνί w1 = 3 + i  θαη w2 = 4 + i είλαη νη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο. 

 

 

ΘΔΜΑ 3
 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = α
x
  ln(x + 1),  x > 1, όπνπ α > 0 θαη α  1.  

Α). Αλ ηζρύεη f(x)  1 γηα θάζε x > 1, λα απνδείμεηε όηη α = e.                                          

Β). Γηα α = e,  

      α). λα απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη θπξηή.                                                           

      β). λα απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα ( 1, 0] θαη γλεζίσο  

           αύμνπζα ζην δηάζηεκα [0, + ).                                                                                  

      γ). αλ  β, γ  ( 1, 0) (0, + ), λα απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε 
1 1

0
1 2

f f

x x
,  έρεη  

           ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ζην (1, 2).                                                                                 

ΛΥΣΗ 

( ) ln( 1)xf x x , x >  1 ,   0 < α  1. Ιζρύεη f(x)  1, γηα x > 1 θαη f(0) = 1. 

Άξα f(x)  f(0). Γειαδή x0 = 0 είλαη ζέζε νιηθνύ ειάρηζηνπ ηεο f. 

Δπίζεο ε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην R κε  

f (x) = α
x

lnα  
1

1x
, x > 1 άξα θαη ζην x0 = 0. 

Σύκθσλα κε ην ζεώξεκα ηνπ Fermat ηζρύεη  f (0) = 0  lnα  1 = 0  lnα = 1  α = e.  

 

Β).α). Γηα α = e, είλαη f(x) = e
x
  ln(x + 1) , x >  1 

1
( )

1

xf x e
x

, x >  1 θαη  
2

1
( ) 0

( 1)

xf x e
x

, γηα θάζε x > 1 

Άξα ε f είλαη θπξηή ζην ( 1, + ). 

 

β). Δίλαη f (0) = 0 θαη f (x) > 0, γηα θάζε x  ( 1, + ).  

Άξα  ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην ( 1, + ).  

Έηζη ηζρύεη :  1 < x < 0  f (x) < f (0)  f (x) < 0  

Άξα ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην ( 1, 0].   

x > 0  f (x) > f (0)  f (x) > 0.  
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Άξα ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην [0, + ).  

 

γ). H εμίζσζε 
( ) 1 ( ) 1

0
1 2

f f

x x
 ζην (1, 2) είλαη ηζνδύλακε κε ηελ εμίζσζε 

( 2) ( ( ) 1) ( 1) ( ( ) 1) 0x f x f .  

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε ( ) ( 2) ( ( ) 1) ( 1) ( ( ) 1)g x x f x f , x  [1, 2].  

 Η g είλαη ζπλερήο ζην [1, 2] σο πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ. 

 g(1) = 1  f(β)   θαη g(2) = f(γ)  1.  

Δπεηδή ην x0 = 0 είλαη ζέζε νιηθνύ ειάρηζηνπ ηεο f ηζρύεη όηη f(x) > 1, γηα θάζε  

x  ( 1, 0) (0, + ). Άξα g(1) < 0  θαη g(2) > 0. 

Σπλεπώο g(1) g(2) , 0.  

Σύκθσλα κε ην ζεώξεκα ηνπ Bolzano ε εμίζσζε g(x) = 0 έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ιύζε ζην(1, 2). 

 

 

ΘΔΜΑ 4
 

Έζησ f κία ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην δηάζηεκα [0, 2] γηα ηελ νπνία ηζρύεη 

2

0

2 0t f t dt .  

Οξίδνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο Η(x) = 
0

x

t f t dt ,  x  [0, 2],    

G(x) = 0

2

20

3, 0,2

1 1
6 lim , 0

x

t

H x
f t dt x

x

t
x

t

.   

α). Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε G είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα [0, 2].                          

β). Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε G είλαη παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα (0, 2) θαη όηη ηζρύεη 

      G (x) = 
2

H x

x
,   0 < x < 2.                                                                                            

γ). Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη έλαο αξηζκόο α  (0, 2) ηέηνηνο ώζηε λα ηζρύεη Η(α) = 0.   

δ). Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη έλαο αξηζκόο μ  (0, α) ηέηνηνο ώζηε λα ηζρύεη   

        2

0 0

t f t dt f t dt .                                                                                        

ΛΥΣΗ 

α). Δίλαη : 
2 2 2

2 2 2 2 20 0 0

1 1 1 (1 ) 1 1
lim lim lim

[1 1 ] [1 1 ]t t t

t t t

t t t t t
 

20

1 1
lim

21 1t t
. 

Άξα 
1

(0) 6 3
2

G . Θα ππνινγίζνπκε ην 
0

lim ( )
x

G x . 

Δίλαη 
0 0 0

( )
lim lim ( ) lim ( ) 0 (0) 0,
x x x

H x
H x xf x f

x
 ζύκθσλα κε ηνλ θαλόλα ηνπ  

De L’ Hospital. 

Άξα 
0 0

0

( )
lim ( ) lim ( ) 0 0 3 3.

x

x x

H x
G x f t dt

x
 Άξα 

0
lim ( ) 3 (0)
x

G x G .   

Σπλεπώο ε G είλαη ζπλερήο ζην x0 = 0. 

Δπίζεο ε G είλαη ζπλερήο ζην (0,2] σο πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ. 
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Άξα ε G είλαη ζπλερήο ζην [0, 2]. 

β). Σην δηάζηεκα (0,2) ε G είλαη παξαγσγίζηκε κε  

 
2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) , (0,2).

xH x H x H x H x
G x f x f x

x x x

x f x H x H x H x
f x f x f x x

x x x x

 

 

γ). Δίλαη G(0) = 3. 

Δπίζεο 

2 2 2 2

0 0 0 0

( 2) ( ) 0 ( ) 2 ( ) 0 (2) 2 ( ) .t f t dt t f t dt f t dt H f t dt  

Άξα 

2

0

(2)
(2) ( ) 3 (2) 3.

2

H
G f t dt G  

Σπλεπώο G(0) = G(2) = 3. 

Δθαξκόδεηαη ζπλεπώο ην ζεώξεκα ηνπ Rolle γηα ηελ G ζην [0,2]. 

Άξα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ α  (0, 2) ηέηνην ώζηε  

2

( )
( ) 0 0 ( ) 0G .  

 

δ). H G είλαη ζπλερήο ζην [0,α] θαη παξαγσγίζηκε ζην (0, α) κε  
2

( )
( )

H x
G x

x
.  

Σύκθσλα κε ην ζεώξεκα ηεο Μέζεο Τηκήο ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ  (0, α) ηέηνην ώζηε 

0

2

2 2

0 0 0

( )
( ) 3 3

( ) (0) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

f t dt
G G

G

f t dt t f t dt f t dt
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ΙΟΥΛΙΟΣ 2009  ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ  

 

ΘΔΜΑ 1
 

Α). Έζησ ε ζπλάξηεζε f(x) = x . Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην (0 , + ) θαη   

      ηζρύεη : f (x) = 
1

2 x
.                                                                                                      

B).  Έζησ κηα ζπλάξηεζε f θαη x0 έλα ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. Πόηε ζα ιέκε όηη ε f είλαη  

      ζπλερήο ζην x0 ;                                                                                                               

 

Γ). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδην ζαο δίπια ζην  

      γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε ηε ιέμε Σσζηό, αλ ε πξόηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,  

      αλ ε πξόηαζε είλαη ιαλζαζκέλε.  

      α). Αλ z είλαη έλαο κηγαδηθόο αξηζκόο ηόηε γηα θάζε ζεηηθό αθέξαην λ ηζρύεη z z .
 

                                                                                                                                               

      β). Η ζπλάξηεζε f είλαη 1  1, αλ θαη κόλν αλ θάζε νξηδόληηα επζεία ηέκλεη ηε γξαθηθή  

           παξάζηαζε ηεο f ην πνιύ ζε έλα ζεκείν.                                                                   

      γ). Αλ  
0

lim
x x

f(x) = 0 θαη f(x) < 0 θνληά ζην x0 ηόηε 
0

1
lim
x x f x

 = + .                            

     δ).  Έζησ ε ζπλάξηεζε f(x) = εθx. Η ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  

           R1 = R  {x/ ζπλx = 0 } θαη ηζρύεη f (x) =  
2

1

x
.                                              

     ε). Γηα θάζε ζπλάξηεζε f, παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα Γ, ηζρύεη  'f x dx f x c ,  

           x Γ όπνπ ν είλαη κηα πξαγκαηηθή ζηαζεξά.                                                             

ΛΥΣΗ 

Α). Θεσξία                          Β). Θεσξία                        Γ). Σ,  Σ,  Λ,  Λ, Σ 

 

ΘΔΜΑ 2
 

Θεσξνύκε ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο z γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη : (2  i) z + (2 + i) z   8 = 0.  

α). Να βξείηε ηνλ γεσκεηξηθό ηόπν ησλ εηθόλσλ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z = x + i y νη νπνίνη  

     ηθαλνπνηνύλ ηελ παξαπάλσ εμίζσζε.                                                                             

β). Να βξείηε ηνλ κνλαδηθό πξαγκαηηθό αξηζκό z1 θαη ηνλ κνλαδηθό θαληαζηηθό αξηζκό z2 νη νπνίνη  

     ηθαλνπνηνύλ ηελ παξαπάλσ εμίζσζε.                                                                              

γ). Γηα ηνπο αξηζκνύο z1,  z2 πνπ βξέζεθαλ ζην πξνεγνύκελν εξώηεκα λα απνδείμεηε όηη  

     z1 + z2
2
 + z1  z2

2
 = 40.                                                                                           

ΛΥΣΗ 

α). (2  i) z + (2 + i) z   8 = 0  2 z  i z + 2 z  + i z   8 = 0  2 (z + z )  i (z  z )  8 = 0    

 2 (2 x)  i (2 y i)  8 = 0  4 x + 2 y  8 = 0  2 x + y  4 = 0  y =  2 x + 4.     (1) επζεία. 

β). z1  R θαη z2  I, άξα z1 = α   θαη  z2 = β i. 

z1 = α  (1)  άξα (α, 0)  (1)  άξα 0 =  2 α + 4  α = 2, άξα z1 = 2. 

z2 = β i  (1)  άξα (0, β)  (1)  άξα β = 0 + 4  β = 4,  άξα z1 = 4 i. 

γ). Α = z1 + z2
2
 + z1  z2

2
  = 2 + 4 i

2
 + 2  4 i

2
  = 

2 2

4 16 4 16  = 40.  
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ΘΔΜΑ 3
 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε : f(x) = ln[(ι +1) x
2 

+ x + 1]  ln(x + 2), x > 1 όπνπ ι έλαο πξαγκαηηθόο 

αξηζκόο κε ι  1.  

Α). Να πξνζδηνξίζεηε ηελ ηηκή ηνπ ι, ώζηε λα ππάξρεη ην όξην lim
x

f(x) θαη λα είλαη πξαγκαηηθόο  

      αξηζκόο.                                                                                                                            

Β). Έζησ όηη ι = 1.  

      α). Να κειεηήζεηε σο πξνο ηε κνλνηνλία ηε ζπλάξηεζε f θαη λα βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο. 

                                                                                                                                              

     β). Να βξείηε ηηο αζύκπησηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f.                

     γ). Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε f(x) + α
2
 = 0 έρεη κνλαδηθή ιύζε γηα θάζε πξαγκαηηθό  

          αξηζκό α κε α  0.                                                                                                      

ΛΥΣΗ 

A). f(x) = ln[(ι +1) x
2 
+ x + 1]  ln(x + 2)  f(x) = ln

21 1

2

x x

x
.  

lim
x

f(x) = 

21 1
lim ln

2x

x x

x
 = 

1

21

1
lim ln 1

2

1
lim ln

2

x

x

x

x

x

x

.  

Άξα γηα ι =  1, είλαη lim
x

f(x)  R.  

 

B). Γηα ι =  1, έρνπκε :  f(x) = ln(x + 1)  ln(x + 2) = 
1

ln
2

x

x
, x > 1.  

α). f (x) = 
1

0
1 2x x

, γηα x >  1 άξα ε f γλεζηίσο αύμνπζα ζην ( 1, + ).  

     Η f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην Γ = ( 1, + ), νπόηε  

     f(Γ) = 
1

lim , lim
x x

f x f x  = ( , 0).  

 

β).  
1

lim
x

f x  = , άξα x =  1, θαηαθόξπθε αζύκπησηε.  

      lim
x

f x  = 0,  άξα y = 0, νξηδόληηα αζύκπησηε.  

 

γ).  f(x) + α
2
 = 0  f(x) = α

2
,  α  0.  

Τν α
2
  αλήθεη ζην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f είλαη 

γλεζίσο αύμνπζα ζην ( 1, + )  άξα ε f(x) =  α
2
,  

έρεη κνλαδηθή ιύζε γηα θάζε α  0.  

 

 

ln2 

x = 1  
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ΘΔΜΑ 4
 

Γίλεηαη κηα ζπλάξηεζε f : [0, 2]  R ε νπνία είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηκε θαη ηθαλνπνηεί ηηο 

ζπλζήθεο  f (x)  4 f (x) + 4 f(x) = k x e
2 x

,  0  x  2.  f (0) = 2 f(0),  f  (2) = 2 f(2) + 12 e
4
, 

f(1) = e
2
, όπνπ θ έλαο πξαγκαηηθόο αξηζκόο. 

α). Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε g(x) = 3 x
2
  

2

' 2
x

f x f x

e
, 0  x  2, ηθαλνπνηεί ηηο  

     ππνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Rolle ζην δηάζηεκα [0, 2].                                             

β). Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη μ  (0, 2) ηέηνην, ώζηε λα ηζρύεη f (μ) + 4 f(μ) = 6 μ e
2 μ

 + 4 f (μ).  

                                                                                                                                               

γ). Να απνδείμεηε όηη θ = 6 θαη όηη ηζρύεη g(x) = 0 γηα θάζε x  [0, 2].                               

δ). Να απνδείμεηε όηη  f(x) = x
3

e
2 x

, 0  x  2.                                                                     

ε). Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα : 
2

2

1

f x
dx

x
.                                                              

 

ΛΥΣΗ 

α). Θ.Rolle γηα ηελ g ζην [0, 2].  

 g ζπλερήο ζην [0, 2].  

 g παξαγγίζηκε ζην (0, 2) κε g (x) = 
2

'' 4 ' 4
x

f x f x f x

e
.  

 g(0) = g(2) = 0. άξα ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle.  

 

β). Λόγσ ηνπ εξσηήκαηνο Α). ππάξρεη μ  (0, 2) κε g (μ) = 0, δειαδή  

2

'' 4 ' 4
6

f f f

e
 = 0  

2

'' 4 ' 4
6

f f f

e
   

 6 μ e
2 μ

 = f (μ)  4 f (μ) + 4 f(μ)  6 μ e
2 μ

 + 4 f (μ) = f (μ)  4 f(μ). 

 

γ). ε (1) ιόγσ ηεο ππόζεζεο δίλεη : g (x) = 6 x  
2

2

x

x

k x e

e
  g (x) = 6 x  k x.  

πξνθαλώο γηα k = 6 είλαη g (x) = 0, άξα g(x) = c θαη g(0) = 0, άξα c = 0 άξα g(x) = 0.  

 

δ). g(x) = 0  3 x
2
  

2

' 2
x

f x f x

e
 = 0  3 x

2
 = 

2

' 2
x

f x f x

e
  3 x

2
e

2 x
 = f (x)  2 f(x) 

 3 x
2

e
2 x

e
2 x

 = f (x) e
2 x

  2 f(x) e
2 x

  3 x
2
 = f (x) e

2 x
 + f(x) (e

2 x
)    

 [x
3
]  = [f(x) e

2 x
]   f(x) e

2 x
 = x

3
 + c.  

Καη c = 0 άξα f(x) e
2 x

 = x
3
  f(x) = x

3
e

2 x
.  

 

ε). Ι = 

2

2

1

f x
dx

x
 = 

2 3 2

2

1

xx e
dx

x
 = 

2

2

1

xx e dx  = 

'2 2

1
2

xe
x dx  = 

2 22
2

11

1

2 2

x
xe

x e dx  =  

 = 

2
4 2 2

1

2 1

2 2 2

xe e e
 = 

4 2 4 22 1

2 2 2

e e e e
 = 

4 2 4 22

2 4

e e e e
 = 

4 23

4

e e
.  
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ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ    2010 

 

ΜΑΙΟΣ   2010 

 

ΘΔΜΑ Α 

A1). Έζησ f κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα ∆. Αλ F είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f ζην Γ,  

        ηόηε λα απνδείμεηε όηη : 

         όιεο νη ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο G(x) = F(x) + c, c  R είλαη παξάγνπζεο ηεο f ζην ∆ θαη 

         θάζε άιιε παξάγνπζα G ηεο f ζην ∆ παίξλεη ηε κνξθή G(x) = F(x) + c, c  R.   

A2). Πόηε ε επζεία x = x0 ιέγεηαη θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο  

        ζπλάξηεζεο f ;                                                                                                               

A3). Έζησ κηα ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα ∆ θαη παξαγσγίζηκε ζην εζσηεξηθό ηνπ Γ.   

        Πόηε ιέκε όηη ε f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάησ ή είλαη θνίιε ζην Γ ;                      

Α4). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηό ζαο δίπια ζην  

        γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε ηε ιέμε Σσζηό, αλ ε πξόηαζε είλαη ζσζηή, ή  

        Λάζνο, αλ ε πξόηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

        α). Η δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηεο δηαθνξάο ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ α + β i θαη γ + δ i είλαη ε  

             δηαθνξά ησλ δηαλπζκαηηθώλ αθηίλσλ ηνπο. 

        β). Έζησ ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη παξαγσγίζηκε ζην εζσηεξηθό ηνπ Γ.  

             Αλ ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην Γ, ηόηε ε παξάγσγόο ηεο δελ είλαη ππνρξεσηηθά ζεηηθή  

             ζην εζσηεξηθό ηνπ Γ. 

        γ). Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα θαη ζπλερήο ζε έλα αλνηθηό δηάζηεκα (α, β),  

             ηόηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζην δηάζηεκα απηό είλαη ην δηάζηεκα (Α, Β), όπνπ   

             Α = lim
x

f(x) θαη Β =  lim
x

f(x).   

       δ). (ζπλx)  = εκx, x  R.  

       ε). Αλ 
0

lim
x x

f(x) < 0, ηόηε f(x) < 0, θνληά ζην x0.                                                           

ΛΥΣΗ 

Α1). Θεσξία, ζεώξεκα, ζειίδα 304 ζρνιηθνύ βηβιίνπ.  

Α2). Θεσξία, νξηζκόο, ζειίδα 279 ζρνιηθνύ βηβιίνπ.  

Α3). Θεσξία, νξηζκόο, ζειίδα 273 ζρνιηθνύ βηβιίνπ. 

Α4).  (α)  Σ    (β).  Σ   (γ)  Λ   (δ)   Λ    (ε)  Σ 

 

ΘΔΜΑ Β 

Γίλεηαη ε εμίζσζε z + 
2

z
 = 2, όπνπ z  C κε z  0.  

B1). Να βξείηε ηηο ξίδεο z1 θαη z2 ηεο εμίζσζεο.                                                                  

B2). Να απνδείμεηε όηη  z1
2010

 + z2
2010

 = 0.                                                                           

B3). Αλ γηα ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο w ηζρύεη w  4 + 3 i  = z1  z2 , ηόηε λα βξείηε ην  

        γεσκεηξηθό ηόπν ησλ εηθόλσλ ησλ w ζην κηγαδηθό επίπεδν.                                        

B4). Γηα ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο w ηνπ εξσηήκαηνο Β3, λα απνδείμεηε όηη 3 ≤ w  ≤ 7.  

ΛΥΣΗ                                                                                                                                          

Β1). Δίλαη : z + 
2

z
 = 2  z

2
  2 z  + 2 = 0. Άξα z1 = 

2 2

2

i
 = 1  i , z2 = 

2 2

2

i
= 1 + i.  

 

B2). 1
ε
 ιύζε : 
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Δίλαη : z1
2010

 + z2
2010

 = (1 i)
2010

 + (1 + i)
2010

 = [(1 i)
2
]

 1005
 + [(1 + i)

2
]

 1005
 =  

 = (1  2 i  1)
1005

 + (1 + 2 i  1)
1005

 = ( 2 i)
1005

  + (2 i)
1005

 = ( 2)
1005

i
1005

  + 2
1005

i
1005

 =  

 = ( 2)
1005

i  + 2
1005

i =      = 2
1005

 + 2
1005

 = 0.   

 

2
ε
 ιύζε : 

Δίλαη : z1
2010

 + z2
2010

 = (1 i)
2010

 + (1 + i)
2010

 = (1  i)
2010

 + ( i
2
 + i)

2010 
=  

 = (1  i)
2010

 + [i ( i + 1)]
2010

  = (1  i)
2010

 + i
2010

(1  i)
2010

 = (1  i)
2010

 [1 + i
2010

] =  

 = (1  i)
2010

 [1 + i
2
] = (1  i)

2010
 (1  1) = (1  i)

2010
 0 = 0.  

 

Β3). 1
νο

 ηξόπνο 

Δίλαη w  4 + 3 i  = z1  z2   Δίλαη w  (4  3 i)  = 2.  

άξα ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ ηνπ w είλαη ν θύθινο µε θέληξν ην ζεκείν Κ (4, 3) θαη 

αθηίλα ξ = 2. 

  

2
νο

 ηξόπνο  

Δίλαη w  4 + 3 i  = z1  z2   w  4 + 3 i  = 1  i  1  i   w  4 + 3 i  = 2.  

Έζησ w = x + y i, ηόηε  x + y i  4 + 3 i   = 2  (x  4) + (y + 3) i  = 2   

2 2
4 3x y  = 2  (x  4)

2
 + (y + 3)

2
 = 4.  

Δπνκέλσο ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ ηνπ w είλαη ν θύθινο µε θέληξν ην ζεκείν Κ (4, 3) 

θαη αθηίλα ξ = 2. 

 

3
νο

 ηξόπνο  

Δίλαη w  4 + 3 i  = z1  z2   w  4 + 3 i  = 1  i  1  i   w  4 + 3 i  = 2   

 w  4 + 3 i
2
 = 4  (w  4 + 3 i) ( w   4  3 i) = 4   

  w w  + w (  4  3 i) + w (  4 + 3 i) + (  4 + 3 i) (  4  3 i) = 4   

 w w   4(w + w )  3 i (w  w ) + 4
2
 + 3

2
 = 4  x

2
 + y

2
  4 2 x  3 i 2 y i + 4

2
 + 3

2
 = 4   

 x
2
 + y

2
  8 x + 6 y + 21 = 0         (1) 

Έρνπκε : Α
2
 + Β

2
  4 Γ = 8

2
 + 6

2
  4 21 = 16 > 0. άξα ε εμίζσζε  παξηζηάλεη θύθιν, κε θέληξν 

Κ ,
2 2

 δειαδή K(4,  3) θαη αθηίλα ξ = 
2 2 4 16 4

2
2 2 2

.   

  

 

Β4). Τν w  είλαη ε απόζηαζε ηεο εηθόλαο Μ(w) από ηελ αξρή 

Ο(0, 0), δειαδή (ΟΜ). Από ηε Γεσκεηξία όκσο, γλσξίδνπκε όηη 

αλ ε επζεία ΟΚ ηέκλεη ηνλ θύθιν ζηα ζεκεία Α θαη Β ηόηε :  

(ΟΑ)   (ΟΜ)  (ΟΒ)   (1) 

πνπ ζεκαίλεη όηη ε κέγηζηε ηηκή ηνπ w  είλαη ην κήθνο (ΟΒ) 

θαη ε ειάρηζηε ην κήθνο (OA). Όκσο  

 (ΟΑ) = (ΟΚ) – ξ = 5 – 2 = 3    (2)     θαη   

 (ΟB) = (ΟΚ) + ξ = 5 + 2 = 7.  

Δπνκέλσο, ιόγσ ησλ (1), (2) θαη (3) έρνπκε : 3  w   7.  

 
 

2
ε
 ιύζε   

Γξάθνπκε : w  = w + (  4 + 3 i)  ( 4 + 3 i) .   
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Οπόηε ζύκθσλα µε ηελ ηξηγσληθή αληζόηεηα έρνπκε :  

4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3w i i w i i w i i   ή  

1 2 1 24 3 4 3z z i w z z i    2 5 4 3 2 5i w .  Άξα 3 ≤ w ≤ 7. 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 2 x + ln(x
2 
+ 1),  x  R.  

Γ1). Να κειεηήζεηε σο πξνο ηε κνλνηνλία ηε ζπλάξηεζε f.                                                 

Γ2). Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε : 2 (x
2
  3 x + 2)

  
= ln

2

4

3 2 1

1

x

x
.                                    

 

 

Γ3). Να απνδείμεηε όηη ε f έρεη δύν ζεκεία θακπήο θαη όηη νη εθαπηόκελεο ηεο γξαθηθήο  

       παξάζηαζεο ηεο f ζηα ζεκεία θακπήο ηεο ηέκλνληαη ζε ζεκείν ηνπ άμνλα y y.           

Γ4). Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα I = 
1

1

x f x dx .                                                     

ΛΥΣΗ 

Γ1). Η f είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηµε ζην R, σο απνηέιεζκα πξάμεσλ ζπλερώλ θαη 

παξαγσγίζηµσλ ζπλαξηήζεσλ µε παξάγσγν : 

f (x) = 2 + 

22
2

2 2 2 2

2 11 2 2 2 2
1 ' 2

1 1 1 1

x xx x x
x

x x x x
.  

Δπεηδή x
2
 + x + 1 > 0, θαζώο θαη x2 + 1 > 0, γηα θάζε x  R είλαη f (x) > 0, γηα θάζε x  R.  

Άξα ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην R.  

 

Γ2). Η δνζκέλε εμίζσζε γξάθεηαη ηζνδύλακα :  

2 (x
2
  3 x + 2) = ln[(3 x  2)

2
 + 1]  ln(x

4
 + 1)   

 2 x
2
 + ln(x

4
 + 1) = 2 (3 x  2) + ln[(3 x  2)

2
 + 1]  f(x

2
) = f(3 x  2)      (1) 

Δπεηδή ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα, ζα είλαη θαη 1 1. Δπνκέλσο από ηελ (1) πξνθύπηεη  

f(x
2
) = f(3 x  2)  x

2
 = 3 x  2. άξα x = 1  ή  x = 2.  

 

Γ3). 1
νο

 ηξόπνο  

Δίλαη f (x) = 

2 2' '

2 2 2

' 1 1 '2
2 2 2

1 1 1

x x x xx x

x x x
 

2 2

2

1 2
2

1

x x

x
  

 f (x) = 

2

2
2

2 1

1

x

x
.  

Δίλαη f (x) = 0  { x =  1 ή x = 1 }, ελώ είλαη f (x) > 0  x  ( 1, 1)  θαη  

f (x) < 0   X ( , 1) (1, + ). 

Έηζη ε Cf έρεη ζεκεία θακπήο ζηα ζεκεία µε ηεηκεµέλεο x1 = 1 , x2 = 1.  

Η εθαπηόκελε ηεο Cf, ζην x1 = 1, έρεη εμίζσζε : 

(ε1) : y  f( 1) = f ( 1) (x  + 1)  y  ( 2 + ln2) = 1 (x + 1)  y = x + ln2  1.  

H εθαπηόκελε ηεο Cf ζην x3 = 1 έρεη εμίζσζε  

(ε2) : y  f(1) = f (1) (x  1)  y  (2 + ln2) = 3 (x  1)  y = 3 x  1 + ln2.  

Γηα x = 0 πξνθύπηεη y = ln2  1. 

Οη (ε1) θαη (ε2) ηέκλνληαη ζην ζεκείν Μ(0, ln2  1) ηνπ άμνλα y y.    
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2
νο

 ηξόπνο 

Δίλαη f (x) = 

2 2' '

2 2 2

' 1 1 '2
2 2 2

1 1 1

x x x xx x

x x x
  f (x) = 

2

2
2

2 1

1

x

x
.  

f (x) = 0  x =  1. 

A( 1, f( 1)) = ( 1, 2 + ln2) 

B(1, f(1)) = (1, 2 + ln2).  

(ε1) : y  ( 2 + ln2) = x + 1  y = x  1 + ln2. 

(ε2) : y  (2 + ln2) = 3 (x  1)  y = 3 x  1+ln2 

Παξαηεξώ όηη γηα x = 0, νη δύν επζείεο 

ηέκλνληαη ζην ζεκείν Γ(0, 1 + ln2). Σηνλ y y 

 

x             1                     1             +    

f (x)  +  

f(x)    

 
                 Σ.Κ.               Σ.Κ. 

 

 

Γ4). 1
νο

 ηξόπνο 
1

1

x f x dx  = 
1

2 2

1

2 ln 1x x x dx  = 
1 1

2 2

1 1

2 ln 1x dx x x dx  =  

 =  
1 1

2 2 2

1 1

1
2 1 ' ln 1

2
x dx x x dx  =  

=
1 1

1
2 2 2 2 2

1
1 1

1 1
2 1 ln 1 1 ln 1 '

2 2
x dx x x x x dx  = 

1 13
1

2 2 2

21
11

1 1 2
2 1 ln 1 1

3 2 2 1

x x
x x x dx

x
 =  

= 

1
3

1 1
2 2 2

11
1

1 1
2 1 ln 1

3 2 2

x
x x x  = 

2 1 1 4
2 0 1 1

3 2 2 3
.  

 

Γ4). 2
νο

 ηξόπνο 
1

1

x f x dx  = 
1

2 2

1

2 ln 1x x x dx  = 
1 1

2 2

1 1

2 ln 1x dx x x dx .  

 

1 3 31 3 3
2

1 1

1 11 1 2 4
2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3

x
x dx .  

 

1

2

1

ln 1x x dx  

     Θέηνπκε : u = x
2
 + 1  du = 2 x dx  

2

du
 = x dx, γηα x =  1  u = 2, γηα x = 1  u = 2   

    Άξα ην νινθιήξσκα γξάθεηαη : 

1

2

1

ln 1x x dx  = 

2

2

ln
2

du
u  = 0.  

Σπλεπώο : 

1

1

x f x dx  = 
4

3
.  
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ΘΔΜΑ Γ 

Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε f : R  R ε νπνία γηα θάζε x  R ηθαλνπνηεί ηηο ζρέζεηο :  

f(x)  x,  f(x)  x = 3 + 
0

x
t

dt
f t t

.  

Γ1). Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην R κε παξάγσγν f (x) = 
f x

f x x
, x  R.  

Γ2). Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε g(x) = (f(x))
2
  2 x f(x), x  R, είλαη ζηαζεξή. 

Γ3). Να απνδείμεηε όηη f(x) = x + 2 9x , x  R.                                                              

Γ4). Να απνδείμεηε όηη 
1 2

1

x x

x x

f t dt f t dt , γηα θάζε x  R                         

ΛΥΣΗ 

Γ1). Η ζπλάξηεζε θ(t) = 
t

t t
 είλαη :  

α). νξηζκέλε ζε όιν ην R αθνύ f(t)  t, γηα θάζε t  R θαη  

β). νξηζκέλε ζε όιν ην R σο πειίθν ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ.   

Έηζη ε ζπλάξηεζε f(x) = 
0

3

x

t dt x , είλαη παξαγσγίζηµε ζην R, µε  

f (x) = θ(x) + 1 = 1
x f x x f xx

f x x f x x f x x
, x  R.  

Γ2). Η ζπλάξηεζε g είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηµε ζην R µε  

g (x)  [(f(x)
2
  2 x f(x)]  = 2 f (x) f(x)  2 f(x) 2 x f (x) = 2 f (x) [f(x)  x]  2 f(x) =  

 = 2 2 0
f x

f x x f x
f x x

, x  R. 

 

Γ3). Δίλαη : f(0) = 0 + 3 + 

0

0

3
t

dt
f t t

.  

Λόγσ ηνπ Γ2 είλαη (f(x))
2
  2 x f(x) = c, c  R.  

Γηα x = 0, πξνθύπηεη  c = (f(0))
2
  2 0 f(0) = 9. 

Έηζη (f(x))
2
  2 x f(x) = 9  (f(x))

2
  2 x f(x) + x

2
 = x

2
 + 9   [f(x)  x]

2
 = x

2
 + 9.      (1) 

 

Αλ ζέζνπκε θ(x) = f(x)  x, έρνπκε όηη ε ζπλάξηεζε h είλαη ζπλερήο ζην R θαη h(x)  0, γηα θάζε  

x  R αθνύ f(x)  x,  x  R.  

Άξα ε h δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην R, δειαδή είλαη ή h (x) > 0, γηα θάζε x  R ή  h(x) < 0, γηα 

θάζε x  R.  

Όκσο h(0) = f(0)   0 = 3 > 0 άξα h(x) > 0,  x  R θαη f(x) > x, x  R.     (2). 

Από ηελ (1) πξνθύπηεη όηη f(x)  x  = 2 9x   f(x) = x + 2 9x , x  R.   

 

Γ4). 1
νο 

ηξόπνο 

f(x) = x + 2 9x , άξα f (x) = 
2

2

9

9

x x

x
 > 0,  x  R επνκέλσο f γλεζίσο αύμνπζα.  
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Γηα θάζε t  R ηζρύεη : t < t + 1  f(t) < f(t + 1)  
1 1 2

1

( ) ( 1) ( )

x x x

x x x

f t dt f t dt f t dt .  

Γηόηη : αλ ζέζνπκε u = t + 1  du = dt,  γηα t = x  u = x  + 1, γηα t = x + 1  u = x + 2.  

Δπνκέλσο :  
1 2 21

1 1

( 1) ( ) ( )

x x xu t u t

x x x

f t dt f u du f t dt . 

 

Γ4). 2
νο

 ηξόπνο  

Έζησ F(x) = 
1x

x

f t dt , x  R. Δίλαη F(x) = 
1x x

c c

f t dt f t dt ,  x  R, c  R.  

Καη F (x) = f(x  +1)  f(x) , x  R  (1)  

Όκσο f (x) = 1 + 
2 2

2 2 2 2

9
0

9 9 9 9

x xx x x x x

x x x x
,  x  R.  

Γειαδή  f (x) > 0, γηα θάζε x  R, άξα ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην R.  

Πξνθύπηεη έηζη : x < x + 1  f(x + 1)  f(x) > 0, x  R.    (2) 

Λόγσ ησλ (1), (2) ε F είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην R.  

Δπνκέλσο : x < x + 1  F(x) < F(x + 1)  

1 2

1

x x

x x

f t dt f t dt .  

 

Γ4). 3
ε
  ιύζε :  

Η  F(x) =  

0

( )

x

f t dt , είλαη κηα αξρηθή ηεο f ζην R θαη ε πξνο απόδεημε αληζόηεηα γξάθεηαη :  

F(x + 1)  F(x) < F(x + 2)  F(x + 1)  
1 ( ) 2 ( 1)

( 1) ( 2) ( 1)

F x F x F x F x

x x x x
.  

Από ην Θ.Μ.Τ. γηα ηελ ζηα δηαζηήκαηα [x, x + 1] θαη [x + 1, x + 2] πξνθύπηεη όηη  ππάξρνπλ 

αληίζηνηρα μ1  ( x, x + 1) θαη μ2  (x + 1, x + 2) ώζηε 1 1

( 1) ( )
'

1

F x F x
F f

x x
  θαη  

2 1

2 1

F x F x

x x
 = F (μ2) = f (μ2).  

Έηζη αξθεί λα δεηρζεί f(μ1) < f(μ2) µε μ1 < μ2, ή ηζνδύλακα όηη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα. Πξάγκαηη  

f (x) = 
2 2'

2

2 2 2 2

9
9 1 0

9 9 9 9

x xx x x x x
x x

x x x x
, γηα θάζε x  R.  

δειαδή f (x) > 0, γηα θάζε x  R θαη ε f γλεζίσο αύμνπζα ζην R.  
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ΙΟΥΛΙΟΣ 2010  ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ  

 

ΘΔΜΑ Α 

A1). Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f(x) = εκx, x  R, είλαη παξαγσγίζηκε ζην R θαη ηζρύεη  

        (εκx)  = ζπλx.                                                                                                               Μνλάδεο 8 

 

A2). Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα [α, β] ηνπ πεδίνπ  

        νξηζκνύ ηεο ;                                                                                                                Μνλάδεο 4 

 

A3). Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ Α παξνπζηάδεη ζην x0  A (νιηθό) κέγηζην,  

        ην f(x0) ;                                                                                                                        Μνλάδεο 3 

 

Α4). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηό ζαο δίπια ζην  

        γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε ηε ιέμε Σσζηό, αλ ε πξόηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,  

        αλ ε πξόηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

        α). Αλ  f(x) = α
x
, α > 0, ηόηε ηζρύεη (α

x
)  = x α

x  1
. 

  

           
β). Αλ νξίδνληαη νη ζπλαξηήζεηο fog  θαη gof, ηόηε πάληνηε ηζρύεη fog = gof. 

        γ). Αλ 
0

lim
x x

f(x) = + ∞ ή ∞, ηόηε  
0

1
lim
x x f x

 = 0.  

        δ). Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα [α, β] θαη ηζρύεη f(x) ≥ 0, γηα   

             θάζε x  [α, β], β ηόηε  0f x dx .  

        ε). Γηα θάζε z  C ηζρύεη z
2
 = z z.                                                                          Μνλάδεο 10 

ΛΥΣΗ 

Α1). Θεσξία          Α2). Θεσξία          Α3). Θεσξία              Α4). Σ, Λ, Σ, Σ, Λ  

 

 

ΘΔΜΑ Β 

Έζησ όηη νη κηγαδηθνί αξηζκνί z1, z2 είλαη νη ξίδεο εμίζσζεο δεπηέξνπ βαζκνύ κε πξαγκαηηθνύο 

ζπληειεζηέο γηα ηηο νπνίεο ηζρύνπλ z1 + z2 = 2 θαη z1 z2 = 5.  

B1). Να βξείηε ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο z1, z2.                                                                 Μνλάδεο 5 

B2). Αλ γηα ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο w ηζρύεη ε ζρέζε w  z1
2
 + w  z2

2
 = z1  z2

2
 

        λα απνδείμεηε όηη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ ησλ w ζην κηγαδηθό επίπεδν είλαη ν  

        θύθινο κε εμίζσζε (x + 1)
2
 + y

2
 = 4.                                                                           Μνλάδεο 8 

B3). Από ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο w ηνπ εξσηήκαηνο Β2 λα βξείηε εθείλνπο γηα ηνπο νπνίνπο  

        Ιζρύεη 2 Re(w) + Im(w) = 0.                                                                                         Μνλάδεο 6 

B4). Αλ w1, w2 είλαη δύν από ηνπο κηγαδηθνύο w ηνπ εξσηήκαηνο Β2 κε ηελ ηδηόηεηα  

        w1  w2  = 4,  λα απνδείμεηε όηη w1 + w2  = 2.                                                        Μνλάδεο 6 

ΛΥΣΗ 

Β1). Βξίζθνπκε ηνπο z1, z2 ηύπνη Vietta ή κε ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ εμηζώζεσλ  

{ z1 + z2 = 2 θαη z1 z2 = 5}  

2

2 1 2 1 1 1 1

1 1

5 5 2 4
, 2 2 2 5 0 1 2

2

i
z z z z z z z i

z z
.  

Αλ z1 = 1 + 2 i , ηόηε z2 =  1  2 i,    ή   Αλ z1 = 1  2 i , ηόηε z2 =  1 + 2 i 
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B2). 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 4w z w z z z w i w i i    

 1 2 1 2 1 2 1 2 16w i w i w i w i    

 1 1 2 1 2 1 4 1 1w w i w i w w w    

      2 1 2 1 4 16i w i w    

 

( 1 1 2 ( 1)w w i w 2 ( 1)i w 1 1 2 ( 1)w w i w 2 ( 1)i w 8  

 2
2 1 1 ) 8 1 4 1 2w w w w .  

Αλ w = x + y i,  x, y  R, ηόηε (x + 1)
2
 + y

2
 = 2

2
  (1),  αθνύ θάζε κηγαδηθόο w = x + y i, επαιεζεύεη 

ηελ (1) αιιά θαη ην αληίζηξνθν , ν γ.η. ησλ εηθόλσλ ηνπ w είλαη ν θύθινο κε θέληξν Κ( 1, 0) θαη 

αθηίλα ξ = 2. 

 

B3). 2 Re(w) + Im(w) = 0  2 x + y = 0  y =  2 x    (2)  

Γηα λα βξνύκε ηνπο κηγαδηθνύο ιύλνπκε ην ζύζηεκα ησλ (1) θαη (2) :  

(1)  (x + 1)
2
 + 4 x

2
 = 4  5 x

2
 + 2 x  3 = 0 , Γ = 2

2
 + 60 = 64, x = 

2 8 3

10 5
  ή   1.   

Αλ 
3 6

5 5
x y ,   

3 6

5 5
w i   ή    αλ x =  1  u = 2,  w =  1 + 2 i.   

 

B4). Α  ηξόπνο. Θέηνπκε z1 = w1 + 1 , z2 = w2 + 1,  νπόηε έρνπκε  z1  = 2 , z2  = 2 θαη  

z1  z2  = w + 1  w2  1  = 4.   

Σύκθσλα κε ηε γλσζηή ηζόηεηα : z1  z2
2
 + z1 + z2

2
 = 2 z

2
 + 2 z2

2
.   

Έρνπκε  4
2
 + z1 + z2

2
 = 2 2

2
 + 2 2

2
  16 + z1 + z2

2
 = 16   z1 + z2

2
 = 0.   

Με βάζε ηηο αληηθαηαζηάζεηο w1 + 1 + w2 + 1  = 0  w1 + w2 + 2 = 0  w1 + w2 =  2.   

επνκέλσο w1 + w2  = 2. 
 

Β  ηξόπνο.  Γεσκεηξηθή ιύζε ηνπ Β4 ,  

αθνύ ηα w1, w2 αλήθνπλ ζην γεσκεηξηθό ηόπν ηνπ Β2 θαη w1  w2  = 4, νη εηθόλεο Α(w1), B(w2), 

είλαη αληηδηακεηξηθά ζεκεία ηνπ θύθινπ(από δεδνκέλν (ΑΒ) = 4) άξα ε εηθόλα ηνπ w1 + w2  είλαη 

C(w1 + w2) θαη C( 2, 0) ζύκθσλα κε ην θαλόλα ηνπ «παξαιιεινγξάκκνπ», νπόηε w1 + w2  = 2.  
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ΘΔΜΑ Γ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = (x  2) lnx + x  3, x > 0.  

Γ1).Να βξείηε ηηο αζύκπησηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f.                    Μνλάδεο 5 

Γ2).Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα (0,1] θαη γλεζίσο  

       αύμνπζα ζην δηάζηεκα [1, +∞).                                                                                     Μνλάδεο 5 

Γ3).Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε f(x) = 0 έρεη δύν αθξηβώο ζεηηθέο ξίδεο.                        Μνλάδεο 6 

Γ4).Αλ x1, x2 είλαη νη ξίδεο ηνπ εξσηήκαηνο Γ3 κε x1 < x2, λα απνδείμεηε όηη ππάξρεη κνλαδηθόο  

      αξηζκόο μ  (x1, x2) ηέηνηνο, ώζηε μ f (μ)  f(μ) = 0 θαη όηη ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο  

      παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ζην ζεκείν Μ(μ, f(μ)) δηέξρεηαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 

                                                                                                                                              Μνλάδεο 9 

ΛΥΣΗ 

Γ1). f(x) = (x  2) lnx + x  3, x > 0, ε f είλαη ζπλερήο σο «πξάμε» ζπλερώλ. 

α). Καηαθόξπθε αζύκπησηε ζην 0
+
 (x > 0) :   

0
lim
x

f(x) = 2 ( ) = + .  

     άξα έρεη θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηνλ άμνλα y y. 

β). Πιάγηα αζύκπησηε : 
2 3

lim lim 1 ln 1
x x

f x
x

x x x
 = + , άξα δελ έρεη πιάγηα 

αζύκπησηε.  

 

Γ2). f (x) = [(x  2) lnx + x  3]  = lnx + (x  2)
1

x
 + 1 = lnx + 2

1
1

x
, x > 0.  

Γηα x = 1, f (1) = 0, άξα ην 1 είλαη ξίδα ηεο f , ζα δείμνπκε όηη απηή είλαη κνλαδηθή ξίδα ζην  

(0, + ). Θα κειεηήζνπκε ηε κνλνηνλία ηεο f ,  f (x) = 
2

1 1
2

x x
 > 0,  γηα x > 0  άξα ε f  είλαη 

γλεζίσο αύμνπζα ζην (0, + ) θαη ζπλερήο ,νπόηε θαη «1 1», επνκέλσο ε ξίδα 1 ηεο f (x) = 0 είλαη 

κνλαδηθή.  

x 0                          1                               +  

f (x)  + 

f(x) 

  
Παξνπζηάδεη ειάρηζην ζηελ ζέζε x = 1, κε ειάρηζαηε ηηκή f(1)= 2.  

 

 

 

Γ3). ην πιήζνο ησλ ξηδώλ ηεο f(x) = 0,  ην βξίζθνπκε αλ έρνπκε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f.  

Τν ζύλνιν ηηκώλ ηεο f  είλαη f((0, + )) = f((0, 1]) f([1,+ )).   

Σην (0,1] ε f είλαη γλ. θζίλνπζα  άξα f((0, 1]) = [f(1) , 
0

lim
x

f(x))) = [ 2, + ).     

Άξα ζην (0, 1] έρεη κνλαδηθή ξίδα , αθνύ 0  [ 2, + )  θαη ζύκθσλα κε ην Θ.Δ.Τ ζα ππάξρεη  

x1 (ξίδα), x1  (0, 1] ηέηνην ώζηε f(x1) = 0, απηή είλαη κνλαδηθή γηαηί ε f είλαη 1 1 σο γλ. θζίλνπζα. 

Οκνίσο ζα ππάξρεη κνλαδηθή ξίδα x2 ζην δηάζηεκα [1, + ), επνκέλσο ε f έρεη 2 ξίδεο. 

 

0 x1 x2 +  1 

 

 

Με f(x1) = f(x2) = 0.  
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Γ4). μ f (μ)  f(μ) = 0  
2

'
0

f f
.     

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε g(x) = 
f x

x
, x > 0  κε g (x) = 

2

'f x x f x

x
 θαη εθαξκόδνπκε 

Θ.Rolle ζην [x1, x2] :  

 ε g είλαη παξαγσγίζηκε σο πειίθν παξαγ/κσλ άξα θαη ζπλερήο θαη  

 g(x1) = g(x2) = 0, άξα ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα μ, μ  (x1, x2) : g (μ) = 0  

g (μ) = 0  
2

'f f
 = 0  μ f (μ)  f(μ) = 0    (1) 

Η εθαπηνκέλε (ε) ηεο Cf  ζην Μ(μ, f(μ)) είλαη (ε) : y  f(μ) = f (μ) (x  μ)     (2), 

αληηθαζηζηνύκε από ηελ (1) ζηε (2) f (μ) = 
f

, έρνπκε  (ε) : y  f(μ) = 
f

(x  μ)   

 y  f(μ) = 
f

x  f(μ). Άξα ή εθαπηνκέλε  y = 
f

x, δηέξρεηαη από ην Ο(0, 0) 

γξαθηθή παξάζηαζε   f(x) = (x  2) lnx + x  3, x > 0.                                                                                          
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ΘΔΜΑ Γ 

Έζησ ζπλάξηεζε f : R  R ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε θαη θπξηή ζην R κε f(0) = 1 θαη f (0) = 0. 

Γ1). Να απνδείμεηε όηη f(x) ≥ 1 γηα θάζε x  R.                                                                 Μνλάδεο 4 

 

Γ2). Να απνδείμεηε όηη 

1

3

0

30
lim
x

x f x t dt x

x
.                                                            

Μνλάδεο 6 

 

        Αλ επηπιένλ δίλεηαη όηη f (x) + 2x = 2 x [f(x) + x
2
], x  R, ηόηε :  

Γ3). Να απνδείμεηε όηη f(x) = 
2xe  x

2
, x  R.                                                                     Μνλάδεο 8 

 

Γ4). Να κειεηήζεηε σο πξνο ηε κνλνηνλία ηε ζπλάξηεζε h(x) = 

2x

x

f t dt , x ≥ 0.  

       θαη λα ιύζεηε ζην R ηελ αλίζσζε 

2

2

2 3 4

62 1

0

x x

x x

f t dt f t dt .                               Μνλάδεο 7 

ΛΥΣΗ 

Γ1). Η ζπλάξηεζε f είλαη θπξηή, άξα ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα, δειαδή :  

Γηα θάζε x  (0, + ) ηζρύεη : x > 0  f (x) > f (0)  f (x) > 0, άξα ε f γλεζίσο αύμνπζα.  

Γηα θάζε x  ( , 0) ηζρύεη : x < 0  f (x) < f (0)  f (x) < 0, άξα ε f γλεζίσο θζίλνπζα.  

Γηα x = 0, ηζρύεη f (0) = 0, δειαδή ζην x = 0, ε f  έρεη ηνπηθό ειάρηζην θαη είλαη ε κνλαδηθή ξίδα.  

 

Γηα θάζε x  (0, + ) ηζρύεη : x > 0  f(x) > f(0)  f(x) > 1, άξα ε f γλεζίσο αύμνπζα.  

Γηα θάζε x  ( , 0) ηζρύεη : x < 0  f(x) > f(0)  f (x) > 1, άξα ε f γλεζίσο θζίλνπζα.  

Γηα x = 0, ηζρύεη f(0) = 1, δειαδή γηα θάζε x  R, ηζρύεη : f(x) ≥ 1. 

 

Γ2). Θέηνπκε όπνπ u = x t  du = x dt, γηα t = 0  u = 0, γηα t = 1  u = x. άξα :  
1

0 0

x

x f x t dt f u du . Καη γηα ην όξην έρνπκε :  

'
1

33 3 0
20

00 0

3 3 230 0 0 0

3
lim lim lim lim

3'

xx

x x DLH x x

f u du xx f x t dt x f u du x
f x x

x x x xx
 =  

 = 
1

0
 = + . 

 

Γ3). Ιζρύεη : f (x) + 2x = 2 x (f(x) + x
2
)  

2

' 2
2

f x x
x

f x x
  [ln(f(x) + x

2
)]  = (x

2
)    

Με ηηο ζπλέπεηεο ηνπ Θ.Μ.Τ. ππάξρεη  c  R :  ln(f(x) + x
2
) = x

2
 + c. 

Άξα f(x) + x
2
 = 

2x ce  ,  γηα x = 0, f(0) + 0
2
 = e

0+c
  1 = e

c
  c = 0.    

νπόηε f(x) + x
2
 = 

2xe  f(x) = 
2xe   x

2
.  
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Γ4). Γηα x ≥ 0,  h(x) = 
2x

x

f t dt  =
1 2

1

x

x

f t dt f t dt  = 
2

1 1

x x

f t dt f t dt .  

Άξα : h (x) = 

'
2

1 1

x x

f t dt f t dt  = 

' '
2

1 1

x x

f t dt f t dt  = f(x + 2)  f(x).  (1) 

Έρνπκε : f(x) = 
2xe   x

2 
 f (x) = 2 x

2xe   2 x = 2 x (
2xe   1), f (x) = 0  

2xe  = 1  x = 0. 

Καη 
2xe  ≥ 1  

2xe   1 ≥ 0  f (x) ≥ 0  f  γλεζίσο αύμνπζα.  

Από ηελ (1)  h (x) = f(x + 2)  f(x) > 0, άξα ε h είλαη γλεζίσο αύμνπζα. 

h(x) = 

2x

x

f t dt , x ≥ 0, αθνύ x
2
 +2 x + 1 ≥ 0 θαη ζπλερήο   νξίδεηαη ε  

2

2

2 3

2

2 1

( 2 1) ( )

x x

x x

h x x f t dt   θαη     
6

4

(4) ( )h f t dt . νπόηε : 

2

2

2 3 4

62 1

( ) ( ) 0

x x

x x

f t dt f t dt   h(x
2
 + 2 x + 1) < h(4)  x

2
 + 2 x + 1 < 4  x

2
 + 2 x  3 < 0 

 

x                             3                                1                          

x
2
 + 2 x  3 +  + 

 

Άξα x  ( 3, 1).  
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ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ ΜΑΙΟΣ   2011 

 

ΘΔΜΑ Α 

A1). Έζησ κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη x0 έλα εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ Γ.  

        Αλ ε f παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην ζην x0 θαη είλαη παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν απηό, λα  

        απνδείμεηε όηη :  f (x0) = 0.                                                                                       Μνλάδεο 10 

 

A2). Γίλεηαη ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζην R. Πόηε ε επζεία y = ι x + β ιέγεηαη αζύκπησηε ηεο  

        γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην +  ;                                                                          Μνλάδεο 5  

 

A3). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηό ζαο δίπια ζην  

        γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε ηε ιέμε Σσζηό, αλ ε πξόηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,   

        αλ ε πξόηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

        α). Γηα θάζε κηγαδηθό αξηζκό z  0 νξίδνπκε z
0
 = 1.  

        β). Μηα ζπλάξηεζε f : A  R ιέγεηαη ζπλάξηεζε 1 1, όηαλ γηα νπνηαδήπνηε x1, x2  Α    

             ηζρύεη ε ζπλεπαγσγή : αλ  x1  x2,  ηόηε  f(x1)  f(x2).  

        γ). Γηα θάζε x  R = R  {x / ζπλx = 0} ηζρύεη: (εθx)  =  
2

1

x
 

       δ). Ιζρύεη όηη : lim 1
x

x

x
.   

       ε). Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο C θαη C  ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη f 
1
 είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο  

             ηελ επζεία y = x πνπ δηρνηνκεί ηηο γσλίεο xΟy θαη x Oy .                                   Μνλάδεο 10 

ΛΥΣΗ 

Α1). Αο ππνζέζνπκε όηη ε f  παξνπζηάδεη ζην 0x  ηνπηθό 

κέγηζην. Δπεηδή ην x0 είλαη εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ Γ θαη ε  

f  παξνπζηάδεη ζ’ απηό ηνπηθό κέγηζην, ππάξρεη δ > 0 

ηέηνην, ώζηε  (x0  δ, x0 + δ)  Γ  θαη          

f(x) ≤ f(x0), γηα θάζε x  (x0  δ, x0 + δ)    (1) 

Δπεηδή, επηπιένλ, ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην x0, ηζρύεη  

0 0

0 0
0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) lim lim

x x x x

f x f x f x f x
f x

x x x x
.           

  y 

 O 

 f (x0) 

 x0 δ  x0+δ  x0  x 

33 

 
Δπνκέλσο, 

— αλ x  (x0  δ, x0), ηόηε, ιόγσ ηεο (1), ζα είλαη  0

0

( ) ( )
0

f x f x

x x
, νπόηε ζα έρνπκε    

  
0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim 0

x x

f x f x
f x

x x
         (2)          

— αλ x  (x0, x0 + δ), ηόηε, ιόγσ ηεο (1), ζα είλαη  0

0

( ) ( )
0

f x f x

x x
, νπόηε ζα έρνπκε 

   
0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim 0

x x

f x f x
f x

x x
. (3)          

Έηζη, από ηηο (2) θαη (3) έρνπκε f (x0) = 0.     

Η απόδεημε γηα ηνπηθό ειάρηζην είλαη αλάινγε.       

 

A2). Η επζεία y = ι x + β  ιέγεηαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f  ζην + ,  

αληηζηνίρσο ζην , αλ lim [ ( ) ( )] 0
x

f x x , αληηζηνίρσο lim [ ( ) ( )] 0
x

f x x .  
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Α3). α)  Σ , β).  Σ ,  γ).  Λ ,  δ).  Λ,  ε).  Σ.         

 

 

ΘΔΜΑ Β 

Έζησ νη κηγαδηθνί αξηζκνί z θαη w κε z  3 i, νη νπνίνη ηθαλνπνηνύλ ηηο ζρέζεηο :  

z  3 i  + z  + 3 i  = 2 θαη w = z  3 i + 
1

3z i
.  

B1).  Να βξείηε ηνλ γεσκεηξηθό ηόπν ησλ εηθόλσλ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z.                  Μνλάδεο 7 

B2). Να απνδείμεηε όηη  z  + 3 i = 
1

3z i
.                                                                         Μνλάδεο 4 

B3). Να απνδείμεηε όηη ν w είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο θαη όηη   2 ≤ w ≤ 2.                    Μνλάδεο 8 

B4). Να απνδείμεηε όηη : z  w  = z .                                                                              Μνλάδεο 6 

ΛΥΣΗ 

Β1). 3 3 2 3 3 2z i z i z i z i  
3 3

2 3 2 3 1
z i z i

z i z i  νπόηε ν 

γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ z είλαη θύθινο κε θέληξν K(0, 3) (ηελ 

εηθόλα ηνπ 3 i) θαη αθηίλα ξ = 1.  

 

Β2). Από ηε ζρέζε 
2

3 1 3 1z i z i 3 3 1z i z i 3 3 1z i z i

3 3 0 1
3

3

z i z i

z i
z i

   (1) 

Β3). Δίλαη 
11

3 3 3
3

w z i w z i z i
z i

 2
z x yi

w z z w x .  

Δπεηδή όκσο ν z θηλείηαη ζηνλ θύθιν ηνπ Β1 εξσηήκαηνο ζα ηζρύεη :  
2

3 0
22 23 1 1

y

x y x  
2

2 1 1 1 1x x x
2

2 2 2 2 2
w x

x w .  

 

Β4). Δίλαη :  
2

2
w x

z x i y z w x i y x z w x i y

z z

z w x i y z w z z w z z w z .  

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f : R  R δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην R, κε   f (0) = f(0) = 0, ε νπνία 

ηθαλνπνηεί ηε   ζρέζε : e
x

(f (x) + f (x)  1) = f (x) + x f (x), γηα θάζε x  R. 

Γ1). Να απνδείμεηε όηη : f(x) = ln(e
x
  x),  x  R.                                                               Μνλάδεο 8 

Γ2). Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε f σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα.                    Μνλάδεο 3 

Γ3). Να απνδείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f έρεη αθξηβώο δύν ζεκεία θακπήο.      Μνλάδεο 7 

Γ4). Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε ln(e
x
  x) = ζπλx, έρεη αθξηβώο κία ιύζε ζην δηάζηεκα (0, π/2).  

                                                                                                                                               Μνλάδεο 7 

ΛΥΣΗ 

Γ1). Έρνπκε :  1xe f x f x f x x f x
x xe f x e x f x  

 : 1x xe f x e x f x c  
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Γηα 
1 0 0 0

0 00 0 0 0 1
f f

x e f e f c c  νπόηε ηζρύεη :  

1 1x x x xe f x e x f x e f x x f x e 1x xf x e x e   (2) 

Θα δείμσ όηη e
x
  x > 0, γηα θάζε πξαγκαηηθή ηηκή ηνπ x.  

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε h(x) = e
x
  x, ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε ζην R κε 

1x xh x e x e  θαη 0 1 0 1 0x xh x e e x .  

Γηα 
00 1 1 0 0

te
x x xx e e e e h x  θαη νκνίσο 

00 1 1 0 0

te
x x xx e e e e h x  νπόηε ε h παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ζην  

x0 = 0  ην h(0) = e
0
  0 = 1 > 0, άξα από ηελ (2) ζα έρνπκε :  

0

1

1
ln ln : 3

xxx e x
x x

x x

e xe
f x f x f x e x f x e x c

e x e x
 

Γηα 
3 0 0 3

0

1 1 1 10 0 ln 0 0 ln1 0 0 0 ln
f

xx f e c c c c f x e x  

Γ2. Δίλαη 1x

x

e
f x

e x
 κε 

01
0 0 1 0 0

xx e x
x

x

e
f x e x

e x
 

Θα είλαη γηα 
0

0 1
0 1 1 0 0 0

t x xe e x
x x x

x

e
x e e e e f x

e x
 θαη επεηδή ε f είλαη 

ζπλερήο ζην [0, + )  R ε f ζα είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην [0, + ).  

Δπίζεο γηα x < 0 
0,

0 1
1 1 0 0 0

xt xe x x Re
x x x

x

e
e e e e f x

e x
 θαη επεηδή ε f 

είλαη ζπλερήο ζην ( , 0]  R ε f ζα είλαη γλεζίσο θζίλνπζα  ζην ( , 0] θαη παξνπζηάδεη νιηθό 

ειάρηζην ην 
0min 0 ln 0 0f f e  

 

Γ3). Δίλαη 
1 1x x

x x

e e x x
f x

e x e x
 

2

1 11
1

x x

x x

e x x ex

e x e x
  

 
2 2

1 2 1x x x x x

x x

e x x e x e e x e
f x

e x e x
.  

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε x xg x 2 e x e 1  ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε ζην R (πξάμεηο κε 

παξαγσγίζηκεο) κε 2 1 2 1x x x x x x x xg x e xe e e xe e xe g x e x  

Με 
0

0 1 0 1 0 1

xe
xg x e x x x  

Γηα 
0

1 1 0 1 0 0

xe
xx x e x g x , άξα g γλεζίσο αύμνπζα ζην ( , 1]  θαη γηα  

x > 1  1  x < 0  e
x

(1  x) < 0  g (x) < 0 g  γλεζίσο θζίλνπζα ζην [1, + ). 

Οπόηε ε g παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην ζην 1 ην 1 2 1 1 0g e e e . 

Δπεηδή 

0

'

1
lim lim lim lim 0, lim 2 0

lim lim 2 1 0 0 1 1

x x

x xx x Del Hosp x x xx

xx
xe e

e e
e

x x

x x
g x e xe  

Καη 

1
lim lim 0, lim 2

1
lim lim 2 1 lim 2 0

x

xx x x
e x

e
x x x

xx x x
g x e xe e x

e
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Έηζη γηα ηελ g ηζρύεη: 1, lim , 1 , 1 0
x

g g x g e  ππάξρεη x1  [1, + )  ώζηε 

g(x1) = 0 ην νπνίν είλαη θαη κνλαδηθό ιόγσ ηεο κνλνηνλίαο ηεο g ζην [1, + )  θαη γηα 
2

1
01, 0

1 11 0 0

xe xg g x

x x g x g x g x f x  θαη γηα  
2

1
01, 0

1 11 0 0

xe xg g x

x x g x g x g x f x  

Οπόηε ε f παξνπζηάδεη έλα κόλν ζεκείν θακπήο ην M1(x1, f(x1)) ζην δηάζηεκα [1, + ).  

Οκνίσο γηα ηελ g ηζρύεη: ,1 lim , 1 1, 1 0
x

g g x g e  ππάξρεη x2  ( , 1] 

ώζηε g(x2) = 0  ην νπνίν είλαη θαη κνλαδηθό ιόγσ ηεο κνλνηνλίαο ηεο g ζην ( , 1] θαη γηα 
2

2
0,1 0

2 21 0 0

xe xg g x

x x g x g x g x f x  θαη γηα  
2

2
0,1 0

2 21 0 0

xe xg g x

x x g x g x g x f x  

Οπόηε ε f παξνπζηάδεη έλα κόλν ζεκείν θακπήο ην M2(x2, f(x2)) ζην δηάζηεκα ( , 1]  

 

Γ4). Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε k(x) = f(x)  ζπλx,  ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην 
π

0,
2

 θαη  

k(0)  = f(0)  ζπλ0 = 0  1 =  1  θαη 20 ln 0
2 2 2 2 2

k f f e   

δηόηη min(e
x
  x) = 1, όπσο δείμακε γηα x = 0, νπόηε γηα x = 

2
  2

2
e  > 1  2ln 0

2
e .   

νπόηε από ην ζεώξεκα ηνπ Bolzano ζα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ x0  0,
2

 ώζηε k(x0) = 0. 

Δπεηδή πξνθαλώο ε k είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0,
2

 (δηαθνξά παξαγσγηζίκσλ) κε  

k (x) = f (x) + εκx 

f x 0, x 0, 0 , , x 0 x 0,
2 2

k x 0  ε ζπλάξηεζε k είλαη γλεζίσο 

θζίλνπζα ζην 0,
2

 θαη άξα ην  0x

0 0 0 0
x : k x 0 ln e x συνx  είλαη κνλαδηθό 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γίλνληαη νη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο f, g : R  R, νη νπνίεο γηα θάζε x  R ηθαλνπνηνύλ ηηο ζρέζεηο : 

i). f(x) > 0, θαη  g(x) > 0  

ii). 
2

2

0

1 x t

x

f x e
dt

e g x t
 

iii). 
2

2

0

1 x t

x

g x e
dt

e f x t
.  

Γ1). Να απνδείμεηε όηη νη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη παξαγσγίζηκεο ζην R θαη όηη f(x) = g(x), γηα  

        θάζε x  R.                                                                                                                                                 Μνλάδεο 9 

Γ2).  Να απνδείμεηε όηη : f(x) = e
x
, x  R.                                                                                               Μνλάδεο 4 

 



1ο ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΠΤΟΛΕΜΑΪΔΑΣ / ΘΕΜΑΤΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 
 

Επιμζλεια ςημειώςεων : Πολυχρονιάδησ Νικόλαοσ  

24 

Γ3). Να ππνινγίζεηε ην όξην :   
0

ln
lim

1x

f x

f
x

.                                                                     Μνλάδεο 5 

Γ4). Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο  F(x) = 2

1

x

f t dt , ηνπο άμνλεο x x θαη y y θαη ηελ επζεία κε εμίζσζε x = 1.                   

                                                                                                                                              Μνλάδεο 7 

ΛΥΣΗ 

Γ1). Δίλαη 
,

0 0 022 2 2 20 , 0
2

2 2

0

1 1
u x t du dt t u x

x u xt u x ut u x t x u
x

x x

x x x

f x f xe e e e e
dt du du e du

e g x t e g u g u g u
 

  

2 2 00 0 02 2 21
2 2 2

2

1
1 1

x xu u ue e e
x x x

x

x x x

f x e e e
e du f x e e du f x du

e g u g u g u
 

  

0 2 2

0

1 1

xu u

x

e e
f x du f x du

g u g u
.  

Οκνίσο ιόγσ ζπκκεηξηθήο ζρέζεο βξίζθνπκε : 
2

0

1

x ue
g x du

g u
 

Δπεηδή ε g είλαη ζπλερήο ζην R ζα είλαη θαη 
2ue

g u
 ζπλερήο ζην R (πειίθν ζπλερώλ) θαη επεηδή  

0  R ζα είλαη ε  
2

0

x ue
du

g u
 παξαγσγίζηκε ζην R νπόηε θαη ε  

2

0

1

x ue
f x du

g u
 παξαγσγίζηκε 

κε 
2 2

0

1

x u xe e
f x du f x

g u g x
.    (1) 

Γηα ηνλ ίδην ιόγσ (ιόγσ ζπκκεηξηθώλ ζρέζεσλ) βξίζθνπκε όηη θαη ε g είλαη παξαγσγίζηκε ζην R 

κε 
2 2

0

1

x u xe e
g x du g x

g u f x
  (2) 

Από ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) πξνθύπηεη όηη :  

0
2

2
0 0

g x
x

f x g x f x g x
f x g x f x g x e f x g x f x g x

g x
 

 

0 02 2

0 0

0 1 1, 0 1 1 1

0

u ue e
f du g du c

g u g u
f x f x

c f x g x
g x g x

.  

 

 

Γ2). Με g(x) = f(x), ζα έρνπκε :  2 22 2x xf x f x e f x f x e    
0

10 1 0
2 2 2 2 2 2

1

f e c
x x xf x e f x e c f x e  

0

,
f x

xf x e x R   
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Γ3). 
0

1 1
lim ,

1 1
0 0 0

1
ln ln 1

lim lim lim lim lim
1

u

u u x
x x u

u uu ux x x
x x

f x e x u

e ue
f e e

x

 

' 1
lim lim lim

DeL Hsop
u

u uu u u

u
ue

e e

 
0

ln
lim

1x

f x

f
x

.  

Γ4). Δπεηδή f(t
2
) = e

2 t
 > 0,  γηα x  [0, 1]  ζα είλαη F(x) ≤ 0, νπόηε ην δεηνύκελν εκβαδόλ ζα είλαη :   

1 1 1 1

2 2

0 0 0 1 0 1

x x

E F x dx F x dx f t dt dx x f t dt dx  

 = 

1
1 1 0 1

2 2 2 2 2

1 0 1 1 1 00

1 0

x x

x f t dt x f t dt dx f t dt f t dt xf x dx  =  

 = 

1 0

2 2

2

1 1 2

0,0 0 1
1 1

2

0 0 0

1 1
. .

2 2 2 2

f t dt f t dt
x

x e e e
xf x dx x e dx E   
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ΘΕΜΑΤΑ ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΩΝ   ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ ΙΟΥΝΙΟΣ   2011 

 

ΘΔΜΑ Α  

A1). Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f(x) = ζπλx είλαη παξαγσγίζηκε ζην R θαη γηα θάζε x  R  

        ηζρύεη (ζπλx)  = –εκx.                                                                                                Μνλάδεο 10  

A2). Έζησ κία ζπλάξηεζε f, νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ. Να δηαηππώζεηε ηνλ νξηζκό ηεο αξρηθήο  

        ζπλάξηεζεο ή παξάγνπζαο ηεο f ζην Γ.                                                                       Μνλάδεο 5  

Α3). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηό ζαο δίπια ζην  

        γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε ηε ιέμε Σσζηό, αλ ε πξόηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,  

        αλ ε πξόηαζε είλαη ιαλζαζκέλε.   

        α). Γηα θάζε κηγαδηθό αξηζκό z = α + β i, α, β  R ηζρύεη z  z  = 2 β.   

        β). Μία ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ Α ζα ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην x0  A (νιηθό) κέγηζην  

             ην f(x0), όηαλ f(x) f(x0), γηα θάζε x  A  

        γ). Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζε έλα δηάζηεκα Γ, ηόηε είλαη θαη 1  1 ζην  

             δηάζηεκα απηό.  

        δ). Αλ 0 θαη 
0

lim
x x

f(x) = 0 θαη f(x) > 0 θνληά ζην x0, ηόηε 
0

1
lim
x x f x

.  

        ε). Κάζε ζπλάξηεζε f πνπ είλαη ζπλερήο ζε έλα ζεκείν x0
 
ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο είλαη θαη  

             παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν απηό.                                                                           Μνλάδεο 10  

ΛΥΣΗ 

Α1). Σρνιηθό βηβιίν ζειίδα 225.  

Α2). Σρνιηθό βηβιίν ζειίδα 303. 

Α3). (α)  Λάζνο   (β).  Σσζηό    (γ).  Σσζηό      (δ). Σσζηό   (ε). Λάζνο.  

 

ΘΔΜΑ Β  

Γίλνληαη νη κηγαδηθνί αξηζκνί z, w, νη νπνίνη ηθαλνπνηνύλ αληίζηνηρα ηηο ζρέζεηο :   

z − i = 1 + Im(z)           (1)          w ( w  + 3 i) = i (3 w  + i)       (2)  

B1). Να απνδείμεηε όηη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z είλαη ε    

        παξαβνιή κε εμίζσζε y = 
1

4
x

2
.                                                                                  Μνλάδεο 7  

B2). Να απνδείμεηε όηη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ w είλαη ν θύθινο  

        κε θέληξν ην ζεκείν Κ(0, 3) θαη αθηίλα ξ = 2 2 .                                                      Μνλάδεο 7  

B3). Να βξείηε ηα ζεκεία Α θαη Β ηνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ, ηα νπνία είλαη εηθόλεο ησλ κηγαδηθώλ  

        αξηζκώλ z, w κε z = w.                                                                                                 Μνλάδεο 5 

B4). Nα απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΚΑΒ είλαη νξζνγώλην θαη ηζνζθειέο θαη, ζηε ζπλέρεηα, λα      

        βξείηε ηνλ κηγαδηθό αξηζκό u κε εηθόλα ζην κηγαδηθό επίπεδν ην ζεκείν Λ. έηζη ώζηε ην   

        ηεηξάπιεπξν κε θνξπθέο ηα ζεκεία Κ,Α,Λ,Β λα είλαη ηεηξάγσλν.                            Μνλάδεο 6 

ΛΥΣΗ 

Β1). Έζησ z = x + y i, κε x, y  R.   

z − i = 1 + Im(z)  x + (y −1)  i = 1 + y  
22 1 1x y y   

2 22 1 1x y y    

 x
2
 + y

2
  2 y + 1 = y

2
 + 2 y + 1  x

2
 = 4 y  y = 

1

4
x

2
.  

B2). w ( w  + 3 i) = i (3 w  + i)  w w  + 3 w i = 3 w i  1  w
2
  + 3 (w  w ) i + 1 = 0   

 x
2

 + y
2
 + 3 2 i

2
y + 1 = 0   x

2
 + y

2
  6 y + 1 = 0  x

2
 + (y  3)

2
 = 8.  

Άξα ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ ηνπ z είλαη θύθινο κε θέληξν Κ(0, 3) θαη αθηίλα ξ = 8 .  
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Β3). Αλαδεηνύκε ηα θνηκλά ζεκεία ησλ δύν γεσκεηξηθώλ ηόπσλ :  
2

2 2

14

26 1 0

x y

x y y
 

(2)  4 y + y
2
  6 y + 1 = 0  y

2
  2 y + 1 = 0  y = 1.  

(1)  x
2
 = 4  x =  2.  Άξα Α(2, 1)  θαη  Β( 2, 1).  

 

Β4). (ΚΑ) = (ΚΒ) = ξ = 2 2   ΚΑΒ ηζνζθειέο.  

(ΑΒ)
2
 = 

2 2
2 2 1 1 16  

(ΚΑ)
2
 + (ΚΒ)

2
 = 8 + 8 = 16, άξα ηζρύεη (ΑΒ)

2
 = (ΚΑ)

2
 + (ΚΒ)

2
  ΚΑΒ νξζνγώλην ηξίγσλν.  

Μ κέζν ηνπ ΑΒ  Μ(0, 1).  

Μ κέζν ηνπ ΚΛ  Λ(0, 1)  u = i. 

 

ΘΔΜΑ Γ  

Έλα θηλεηό Μ θηλείηαη θαηά κήθνο ηεο 

θακπύιεο y = x , x  0. Έλαο παξαηεξεηήο 

βξίζθεηαη ζηε ζέζε Π(0, 1) ελόο ζπζηήκαηνο 

ζπληεηαγκέλσλ Οxy θαη παξαηεξεί ην θηλεηό 

από ηελ αξρή Ο, όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ 

ζρήκα.   

Γίλεηαη όηη ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ηεηκεκέλεο 

ηνπ θηλεηνύ γηα θάζε ρξνληθή ζηηγκή t, t  0 

είλαη x(t) = 16 t m/min.   
 

M 

Π(0,1) 

Α(4,2) 

y = x  

 
Γ1). Να απνδείμεηε όηη ε ηεηκεκέλε ηνπ θηλεηνύ, γηα θάζε ρξνληθή ζηηγκή t, t  0 δίλεηαη από ηνλ  

       ηύπν: x(t) = 16 t.                                                                                                            Μνλάδεο 5  

Γ2). Να απνδείμεηε όηη ην ζεκείν ηεο θακπύιεο κέρξη ην νπνίν ν παξαηεξεηήο έρεη νπηηθή επαθή  

       κε ην θηλεηό είλαη ην Α(4, 2) θαη, ζηε ζπλέρεηα, λα ππνινγίζεηε πόζν ρξόλν δηαξθεί ε νπηηθή  

       επαθή.                                                                                                                           Μνλάδεο 6 

Γ3). Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω πνπ δηαγξάθεη ε νπηηθή αθηίλα ΠΜ ηνπ  

        παξαηεξεηή από ην ζεκείν Ο κέρξη ην ζεκείν Α.                                                        Μνλάδεο 6  

Γ4). Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη ρξνληθή ζηηγκή t0 ∈  (0, 1/4), θαηά ηελ νπνία ε απόζηαζε d = (ΠΜ)  

        ηνπ παξαηεξεηή από ην θηλεηό γίλεηαη ειάρηζηε.                                                        Μνλάδεο 8  

Να ζεσξήζεηε όηη ην θηλεηό Μ θαη ν παξαηεξεηήο Π είλαη ζεκεία ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ 

Οxy.  

 

ΛΥΣΗ 

Γ1). x (t) = 16  x (t) = (16 t) , t  0. Από ηηο ζπλέπεηεο Θ.Μ.Τ. x(t) = 16 t + c , t  0.  

Γηα x = 0, είλαη x(0) = 0  c = 0, άξα x(t) = 16 t, t  0. 

 

Γ2). Παξαηήξεζε : έπξεπε λα εμεγεζεί γηαηί ν παξαηεξεηήο ράλεη νπηηθή επαθή κε ην θηλεηό Α. 

Έζησ f(x) = x , x  0 κε f (x) = 
1

2 x
 , x > 0.  

Αλαδεηνύκε ηελ εθαπηνκέλε (ε) ηεο Cf πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν Π(0, 1).  

(ε) : y  f(x0) = f (x0) (x  x0)  y  0x  = 
0

1

2 x
(x  x0).  

Π  Cf  1  0x  = 
0

1

2 x
(  x0)   2 0x   2 x0 =  x0  2 0x  = x0  4 x0

2
 = x0   
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 { x0 = 0 απνξξίπηεηαη  ή x0 = 4 }.  

Γηα x0 = 4  y0 = 2  A(4, 2).   

x(t0) = 4  16 t0 = 4  t0 = 
1

4
 min ή  t = 15 sec. Άξα ε νπηηθή επαθή δηαξθεί 15 sec.   

 

Γ3). 1
νο

 ηξόπνο  

Η εθαπηόκελε ηεο Cf ζην Α(4, 2) είλαη ε  

(ε) : y = 
1

4
x + 1.  

Άξα ην δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη :  

Δ = 

4

0

1
1

4
x x dx  =  

 = 

4
2 44

0 0
0

1 2

4 2 3

x
x x x  = 

 

M 

Π(0,1) 

Α(4,2) 

y = x  

4 

 

= 2 + 4  
16 2

3 3
 m

2
.  

2
νο

 ηξόπνο  

Τν δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη :  

Δ = (ΟΠΑΒ)  

4
4

0
0

2

2 3
x dx x x  = 6  

16 2

3 3
 m

2
.  

 

Γ4). Μ(x, y)  M(x, x )  M(16 t, 4 t ).  

d(t) = (ΠΜ) = 
22 216 0 4 1 256 16 8 1t t t t t .  

d (t) =  
2256 16 8 1 't t t  = 

2

2
256 8

256 16 8 1

t t
t

t t t
. 

Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε g, κε g(t) = 256 t + 8  
2

t
, t > 0.  

g (t) = 256 t + 8  
2

t
 > 0, άξα ε g είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην (0, + ).  

 

1
νο

 ηξόπνο  

 Η g είλαη ζπλερήο ζην 
1 1

,
64 4

 σο πξάμεηο ζπλερώλ.  

 g
1

64
 = 4 + 8  16 =  4 < 0.  

 g
1

4
 = 64 + 8  4 = 68 > 0.  

Από ην ζεώξεκα Bolzano ε g έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα t0 ζην 
1 1 1

, 0,
64 4 4

 θαη επεηδή ε g 

γλεζίσο αύμνπζα ε ξίδα απηή είλαη κνλαδηθή.  

 

2
νο

 ηξόπνο  
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 Η g είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην Γ = 
1

0,
4

.  

 
0 0

2
lim lim 256 8
t t

g t t
t

.  

 g
1

4
 = 64 + 8  4 = 68.  Άξα g(Γ) = ( , 68].  

Δίλαη 0  ( , 68] , άξα ε g έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα t0  
1

0,
4

 θαη επεηδή g γλεζίσο αύμνπζα ε 

ξίδα απηή είλαη κνλαδηθή.  

d (x) > 0  g(x) > 0  g(x) > g(t0)  x > t0.  (επεηδή ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα).  

 

x 0                                                    t0                                              +  

d (x)  + 

d(x)   

  

Η d είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην (0, t0] θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην [t0, + ).  

Η απόζηαζε d γίλεηαη ειάρηζηε ηε ρξνληθή ζηηγκή t0  
1

0,
4

.  

ΘΔΜΑ Γ  

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f : R → R, ε νπνία είλαη 3 θνξέο παξαγσγίζηκε θαη ηέηνηα, ώζηε :   

i). 
0

lim 1 0
x

f x
f

x
.   

ii). f (0) < f(1)  f(0) θαη  

iii).f (x)  0, γηα θάζε x  R.   

Γ1). Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ζην  

        ζεκείν ηεο κε ηεηκεκέλε x0 = 0.                                                                                  Μνλάδεο 3  

Γ2). Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη θπξηή ζην R.                                                 Μνλάδεο 5  

Αλ επηπιένλ g(x) = f(x) – x, x ∈  R, ηόηε :   

Γ3). Να απνδείμεηε όηη ε g παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην θαη λα βξείηε ην 
0

lim
x

x

x g x
.    Μνλάδεο 6 

Γ4). Να απνδείμεηε όηη 

2

0

2f x dx .                                                                               Μνλάδεο 5  

Γ5). Αλ ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο g,  

        ηνλ άμνλα x x θαη ηηο επζείεο κε εμηζώζεηο x = 0 θαη x = 1 είλαη Δ(Ω) = e  25, ηόηε λα  

        ππνινγίζεηε ην νινθιήξσκα  

1

0

f x dx  θαη ζηε ζπλέρεηα λα απνδείμεηε όηη ππάξρεη  

         μ  (1, 2) ηέηνην, ώζηε  
0

2f t dt .                                                                       Μνλάδεο 6  

ΛΥΣΗ 

Γ1). Η f ζπλερήο, άξα f(0) = 
0

lim
x

f(x) =  
0 0 0

lim lim lim
x x x

f x f x
x x

x x
 = 0 [1 + f(0)] = 0.  

f (0) = 
0 0

0
lim lim 1 0 1

0x x

f x f f x
f

x x
.  
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(ε) : y  f(0) = f (0) (x  0)  (ε) : y = x.  

 

Γ2). Θ.Μ.Τ. κε ηελ ζπλάξηεζε f ζην δηάζηεκα [0, 1].  

Υπάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ  (0, 1), ηέηνην ώζηε f (μ) = 
1 0

1 0

f f
  f (μ) = f(1)  f(0)   (1) 

Δίλαη f (0) < f(1)  f(0)  f ΄(0) < f (μ)   (2) 

Δπίζεο f (x)  0, γηα θάζε x  R θαη επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο σο παξαγσγίζηκε, από ζπλέπεηεο 

ηνπ Θ. Bolzano ε f  δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην R.  

 

1
νο

 ηξόπνο : Η f  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην R, είλαη 0 < μ θαη f (0) < f (μ) από (2) 

Δπνκέλσο ε f  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην R.  

 

2
νο

 ηξόπνο : Θ.Μ.Τ. κε ηελ ζπλάξηεζε f  ζην δηάζηεκα [0, μ]. Υπάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ1  (0, μ)  

Τέηνην ώζηε f (μ1) = 
' ' 0

0
0

f f
 από (2)  

Δπνκέλσο είλαη f (x) > 0 γηα θάζε x  R. άξα ε f είλαη θπξηή ζην R.      

 

Γ3). Δίλαη g(x) = f(x)  x , x  R.  g (x) = f (x)  1, x  R.   

g (x) > 0  f (x)  1 > 0  f (x) > 1  f (x) > f (0)  

θαη επεηδή ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα x > 0.  

 

x                                            0                                                    +   

g  (x)  + 

g(x)   

 

H g παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ηελ ηηκή g(0) = f(0) = 0.  

0 0

1
lim lim
x x

x x

x g x x g x
, δηόηη  

0
lim 1
x

x

x
 θαη 

0
lim
x

g(x) = 0, κε g(x)  0.  

 

Γ4). Δίλαη g(x)  0 θαη ην «=» ηζρύεη κόλν γηα x = 0,  άξα  
2 2 2 2

0 0 0 0

0 0 0g x dx f x x dx f x dx x dx   

2

0

f x dx  

2
2

0
2

x
    

 

2

0

f x dx > 2.  

 

Γ5). Δίλαη g(x)  0, άξα Δ = 

1

0

5

2
g x dx e   

1

0

5

2
f x x dx e   

1 1

0 0

5

2
f x dx x dx e   

1

0

1 5

2 2
f x dx e   

1

0

2f x dx e . 

Θεσξνύκε ζπλάξηεζε h, κε h(x) = 
0

2

x

f t dt , x  [1, 2].  

 H h είλαη ζπλερήο ζην [1, 2] σο πξάμεηο ζπλερώλ.  

 h(1) = 

1

0

2 2 2 4 0f t dt e e .  
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     h(2) = 
2

0

2 0f t dt , από Γ2. 

Από ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ  (1, 2)  ηέηνην ώζηε h(μ) = 0   

 
0

2f t dt .  
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ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ    28 ΜΑΪΟΥ 2012 

 

 

 

ΘΔΜΑ Α 

A1). Έζησ κηα ζπλάξηεζε f ε νπνία είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα ∆. Αλ f ′(x) > 0, ζε θάζε  

         εζσηεξηθό ζεκείν x ηνπ ∆, ηόηε λα απνδείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε όιν ην ∆.  

                                                                                                                                            Μνλάδεο 7 

A2). Πόηε ιέκε όηη κία ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα [α, β] ;      Μνλάδεο 4 

A3). Έζησ ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ Α. Πόηε ιέκε όηη ε f παξνπζηάδεη ζην x0  A ηνπηθό  

         κέγηζην ;                                                                                                                    Μνλάδεο 4 

A4). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηό ζαο δίπια ζην  

        γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε ηε ιέμε Σσζηό, αλ ε πξόηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,  

        αλ ε πξόηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

        α). Σην κηγαδηθό επίπεδν νη εηθόλεο δύν ζπδπγώλ κηγαδηθώλ είλαη ζεκεία ζπκκεηξηθά σο πξνο  

             ηνλ πξαγκαηηθό άμνλα.  

        β). Μηα ζπλάξηεζε f είλαη 1 1, αλ θαη κόλν αλ γηα θάζε ζηνηρείν y ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ ηεο ε  

             εμίζσζε f(x)=y έρεη αθξηβώο κία ιύζε σο πξνο x.   

        γ). Αλ είλαη 
0

lim
x x

f(x) = + , ηόηε f(x) < 0 θνληά ζην x0.  

        δ). (ζθx)  = 
2

1

x
,   x  R  {x / εκx = 0}.   

        ε). ' 'f x g x dx f x g x f x g x dx , όπνπ f ,g  είλαη ζπλερείο  

             ζπλαξηήζεηο ζην [α, β].                                                                                       Μνλάδεο 10 

ΛΥΣΗ  

Α1). Έζησ x1, x2  Γ κε x1 < x2. Θα δείμνπκε όηη f(x1) < f(x2). Πξάγκαηη, ζην δηάζηεκα [x1, x2]  

        ε  f  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ. Δπνκέλσο, ππάξρεη μ  (x1, x2) ηέηνην, ώζηε    

       2 1

2 1

( ) ( )
( )

f x f x
f

x x
, νπόηε έρνπκε : f(x2)  f(x1) = f (μ) (x2  x1).   

       Δπεηδή f (μ) > 0 θαη x2  x1  0, έρνπκε f(x2)  f(x1) > 0, νπόηε f(x1) < f(x2). 

 

Α2). Μηα ζπλάξηεζε  f  ζα ιέκε όηη είλαη ζπλερήο ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα [α, β], όηαλ είλαη  

        ζπλερήο ζε θάζε ζεκείν ηνπ (α, β) θαη επηπιένλ lim ( ) ( )
x

f x f   θαη   lim ( ) ( )
x

f x f    

Α3). Μηα ζπλάξηεζε  f,  κε πεδίν νξηζκνύ Α, ζα ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην x0  A ηνπηθό κέγηζην,  

       όηαλ ππάξρεη δ > 0, ηέηνην ώζηε f(x)  f(x0),  γηα θάζε x  A (x0  δ, x0 + δ). 

       Τν x0 ιέγεηαη ζέζε ή ζεκείν ηνπηθνύ κεγίζηνπ, ελώ ην f(x0) ηνπηθό κέγηζην ηεο  f. 

Α4). α  Σ     β  Σ       γ  Λ       δ   Λ        ε  Λ  
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ΘΔΜΑ Β 

Θεσξνύκε ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο z θαη w γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύνπλ νη επόκελεο ζρέζεηο : 

z  1
2
 + z + 1

2
 = 4         (1) 

w  5 w  = 12           (2) 

B1). Να απνδείμεηε όηη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z ζην επίπεδν  

        είλαη θύθινο κε θέληξν ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη αθηίλα ξ = 1.                               Μνλάδεο 6 

B2). Αλ z1, z2 είλαη δύν από ηνπο παξαπάλσ κηγαδηθνύο αξηζκνύο z κε  z1  z2  = 2  ηόηε, λα  

        βξείηε ην z1 +z2 .                                                                                                       Μνλάδεο 7 

B3). Να απνδείμεηε όηη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ w ζην επίπεδν  

        είλαη ε έιιεηςε, κε εμίζσζε 
2 2

1
9 4

x y
 θαη ζηε ζπλέρεηα λα βξείηε ηε κέγηζηε θαη ηελ  

        ειάρηζηε ηηκή ηνπ w .                                                                                               Μνλάδεο 6 

B4). Γηα ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο z,w πνπ επαιεζεύνπλ ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) λα απνδείμεηε όηη: 

        1  z  w   4.                                                                                                            Μνλάδεο 6 

ΛΥΣΗ 

Β1). z  1
2
 + z + 1

2
 = 4  (z  1) ( z   1) + (z + 1) ( z  + 1) = 4       

 z z   z  z  + 1 + z z  + z + z  + 1 = 4  2 z z  + 2 = 4   2 z z  = 2   

 z z  = 1   z
2
 = 1  z  = 1.         

Άξα ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z ζην επίπεδν είλαη θύθινο κε 

θέληξν ηελ αξρή ησλ αμόλσλ Ο(0, 0) θαη αθηίλα ξ = 1.      

 

Β2). Τξόπνο 1    

z1  = z2  = 1, αθνύ z1, z2 νη εηθόλεο ηνπο αλήθνπλ ζηνλ κνλαδηαίν θύθιν.  

z1  z2  = 2   z1  z2
2
 = 2  (z1  z2) (

1z   
2z ) = 2           3κ 

z1 1z   z1 2z   z2 1z  + z2 2z  = 2  z1
2
  z1 2z   z2 1z  + z2

2
 = 2  

1  z1 2z   z2 1z  + 1 = 2  z1 2z  + z2 1z  = 0.     .         

Οπόηε : z1 + z2
2
 = (z1 + z2) (

1 2z z ) = (z1 + z2) (
1z  + 

2z ) = z1 1z  + z2 1z  + z1 2z  + z2 2z   = 

= z1
2
 + 0 + z

2
 = 1 + 1 = 2.  

Άξα z1 + z2  = 2 .       

 

Τξόπνο 2 

Απνδεηθλύσ ηελ άζθεζε ηνπ βηβιίνπ z1  z2
2
 + z1 + z2

2
 = 2 z1

2
 + 2 z2

2
.  

Γειαδή, z1  z2
2
 + z1 + z2

2
 = (z1  z2) (

1 2z z ) + (z1 + z2) (
1 2z z ) =  

= (z1  z2) (
1z   

2z ) + (z1 + z2) (
1z  + 

2z ) =  

= z1 1z   z1 2z   z2 1z  + z2 2z  + z1 1z  + z1 2z  + z2 1z  + z2 2z  =  

= 2 z1 1z  + 2 z2 2z  = 2 z1
2
 + 2 z2

2
.  

Οπόηε : z1  z2
2
 + z1 + z2

2
 = 2 z1

2
 + 2 z2

2
  

2

2  + z1 + z2
2
 = 2 1

2
 + 2 1

2
    

 2 + z1 + z2
2
 = 2 1 + 2 1   z1 + z2

2
 = 2 + 2  2   z1 + z2

2
 = 2  z1 + z2  = 2 .  

   

Β3). w  5 w  = 12  w  5 w
2
 = 12

2
   (w  5 w ) ( 5w w ) = 144    

 (w  5 w ) ( 5w w ) = 144   w w   5 w
2
  5 w

2
 + 25 w w  = 144    

 26 w
2
  5 σ

2
  5 w

2
 = 144             (Θέηνπκε z = x + y i, κε x, y  R)    

 26 (x
2
 + y

2
)  5 (x + y i)

2
  5 (x  y i)

2
 = 144  
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 26 x
2
 +26 y

2
  5 (x

2
 + 2 x y i  y

2
)  5 (x

2
  2 x y i  y

2
) = 144 

 26 x
2
 + 26 y

2
  5 x

2
  10 x y i + 5 y

2
  5 x

2
 + 10 x y i + 5 y

2
 = 144  

 26 x
2
 + 26 y

2
  10 x

2
 + 10 y

2
 = 144  16 x

2
 + 36 y

2
 = 144   

  
2 216 36 144

144 144 144

x y
   

2 2

1
9 4

x y
   

2 2

2 2
1

3 2

x y
.  

Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ w ζην επίπεδν είλαη έιιεηςε κε  

εμίζσζε  
2 2

1
9 4

x y
.  

 

Τξόπνο 1 Γεσκεηξηθά  

Η έιιεηςε έρεη α = 3 , β = 2 ,  

γ
2
 = α

2
  β

2
 = 9  4 = 5, άξα γ = 5 .  

Οπόηε ε κέγηζηε ηηκή ηνπ w  

(δειαδή ηεο απόζηαζεο ησλ εηθόλσλ 

ηνπ w από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ) είλαη  

max w  = 3  

θαη ε ειάρηζηε ηηκή ηνπ w  

(δειαδή ηεο απόζηαζεο ησλ εηθόλσλ 

ηνπ w από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ) είλαη  

min w  = 2 

 

 
 

Τξόπνο 2 Γεσκεηξηθά 2  ΟΜ  3  

Μ ε εηθόλα ησλ κηγαδηθώλ w νπόηε 2  ΟΜ  3.                     

Άξα 2  w   3, επνκέλσο w min = 2, w max = 3.               

 

B4). Τξόπνο 1 Γεσκεηξηθά  

  

 

Κ( 1, 0) , Λ(0, 1) , Μ(0, 1) , Ν(0, 1) 

                                                4κ 

Οπόηε ε απόζηαζε ησλ εηθόλσλ ησλ z 

από ηνπο w ε κέγηζηε ζα είλαη ε ΚΑ ή 

ε ΜΑ  z  w max = 4.        1κ  

Δλώ ε ειάρηζηε ζα είλαη ε ΑΒ ή ΝΒ 

z  w min = 1.                      

   

 

      

Τξόπνο 2   z  w   z  + w  

z  = 1 θαη w max = 3. 

Άξα z  w   1 + 3  z  w max  4.            

z   w   z  w  , αιιά z  = 1 

Καη w min = 2, άξα   2  1  z   w   z  w  δειαδή 

y’ 

x x  

y 

B(0,2) 

B (0, 2) 

A(3,0) 

A ( 3,0) 
Κ 

Λ 

Μ 

Ν 

Έλλειψη 
2 2

1
9 4

x y

 

y’ 

x x  

y 

B(0,2) 

B (0, 2) 

A(3,0) 

A ( 3,0) 

Κύκλος με 
κέντρο Ο 
ακτίνα 1 
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1  w   1   z  w  άξα z  w   1.                 

Οπόηε 1  z  w   4.                     

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = (x  1) lnx  1,  x > 0.  

Γ1). Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα ∆1 = (0, 1] θαη  

        γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα ∆2 = [1, + ). Σηε ζπλέρεηα λα βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f 

                                                                                                                                               Μνλάδεο 6 

Γ2). Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε x
x  1 

= e
2013

, x > 0,  έρεη αθξηβώο δύν ζεηηθέο ξίδεο.     Μνλάδεο 6 

Γ3). Αλ x1, x2, κε x1 < x2 είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο ηνπ εξσηήκαηνο Γ2, λα απνδείμεηε όηη ππάξρεη  

        x0  (x1, x2) ηέηνην, ώζηε f (x0) + f(x0) = 2012.                                                            Μνλάδεο 6 

Γ4). Να βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο   

       ζπλάξηεζεο g(x) = f(x) + 1 κε x > 0, ηνλ άμνλα x x θαη ηελ επζεία x = e.                   Μνλάδεο 7 

ΛΥΣΗ  

Γ1). f(x) = (x  1) lnx  1 , x > 0. H f είλαη ζπλερήο σο πξάμεηο κε ηηο x  1, ζπλερήο σο 

πνιπσλπκηθή  lnx , ζπλερήο σο ινγαξηζκηθή  1 , ζπλερήο σο ζηαζεξά.  

Η f παξαγσγίζηκε κε  f (x) = [(x  1) lnx  1]  = [(x  1) lnx]   (1)  = (x  1) lnx + (x  1) (lnx)  = 

lnx + 
1x

x
 = lnx + 1  

1

x
.   H f  είλαη ζπλερήο σο πξάμεηο κε ηηο   

1

x
, ζπλερήο σο ξεηή  

lnx , ζπλερήο σο ινγαξηζκηθή 1 , ζπλερήο σο ζηαζεξά.  

Η f  παξαγσγίζηκε κε f (x) = [lnx + 1  
1

x
]  = 

2

1 1

x x
 > 0, αθνύ x > 0.  

x 0                                         1                                 +   

f (x) + + 

f (x)  + 

 

Πξνθαλώο ξίδα ηεο f (x) ην 1,       

άξα θαη κνλαδηθή αθνύ f (x) δελ είλαη αύμνπζα,  

 

 
0

lim
x

f(x) = 
0

lim
x

[(x  1) lnx  1] = (0  1) ( )  1 = + .      
0

lim
x

f(x) = .  

 lim
x

f(x) = lim
x

((x  1) lnx  1) = (+   1) (+ )  1 = + .  lim
x

lnx = + .  

 f(1) = (1  1) ln1  1 = 0  1 = 1. 

H f είλαη ζπλερήο σο πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ (x  1) ,  ζπλερήο σο πνιπσλπκηθή 

lnx  ,  ζπλερήο σο ινγαξηζκηθή  1 , ζπλερήο σο ζηαζεξή.  

Γηα x  (0, 1] ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα, άξα f(A1) = [ 1, + ).         

Γηα x  [1, + )  ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα, άξα f(A2) = [ 1, + ).      

Άξα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f(A) = [ 1, + ).                 

 

Γ2). x
x 1

 = e
2013

 , x > 0.   lnx
x 1

 = lne
2013

  (x 1) lnx = 2013 lne  (x  1) lnx = 2013   

 (x  1) lnx  1 = 2013  1  f(x) = 2012.                                   

 Γηα x  (α, 1]  f(A1) = [ 1, + ), ην 2012  f(A1). 

     Η f είλαη ζπλερήο νξίδεηαη x  Γ1  (0, 1]. 

     Καη 2012  f(Γ1)  f(A1), άξα ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα ελδηάκεζεο ηηκήο ππάξρεη έλα   

    ηνπιάρηζηνλ x1  Γ1, άξα x1  (0, 1] ηέηνην ώζηε f(x1) = 2012, είλαη κνλαδηθό δηόηη ε f  

    είλαη γλεζίσο θζίλνπζα θαη x1 ζεηηθό.              

 Γηα x  [1, + )   f(A2) = [ 1, + ), ην 2012  f(A2). 

     Η f είλαη ζπλερήο νξίδνπκε x  Γ2  [1, + ). 

     Καη 2012  f(Α2)  f(A2), άξα ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα ελδηάκεζεο ηηκήο ππάξρεη έλα   
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    ηνπιάρηζηνλ x2  Γ2, άξα x2  [1, + ) ηέηνην ώζηε f(x2) = 2012, είλαη κνλαδηθό δηόηη ε f  

    είλαη γλεζίσο θζίλνπζα θαη x2 ζεηηθό.              

    άξα ε εμίζσζε x
x   1

 = e
2012

 , x > 0 έρεη αθξηβώο δύν ζεηηθέο ξίδεο,                

 

Γ3).Θεσξώ ηελ ζπλάξηεζε g(x) = f (x) + f(x)  2012.                

 Η g ζπλερήο σο πξάμεηο ζπλερώλ ζην [x1, x2] αθνύ f (x1), f(x) ζπλερήο θαη 2012 ζπλερήο σο 

ζηαζεξή   

 g(x1) = f (x1) + f(x1)  2012 = f (x1) < 0,   αθνύ f(x1) = 2012 θαη x1  (0,1)                                   

g(x2) = f (x2) + f(x2)  2012 = f (x2) > 0,  αθνύ f(x2) = 2012 θαη x2  (1, + ).                               

άξα g(x1) g(x2) < 0, άξα θαηά Bolzano ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ x0  (x1, x2) ηέηνην ώζηε g(x0) = 0.         

δειαδή f (x0) + f(x0) = 2012.  

 

Γ4). g(x) = f(x) + 1 = (x  1) lnx  1 + 1  g(x) = (x  1) lnx , x > 0                           

 g(x) = 0  γηα  x = 1                                    

 H g  ζην [1, e] είλαη ζπλερήο σο γηλόκελν ζπλερώλ θαη g(x)  0, γηα θάζε x  [1, e]. 

Οπόηε ην δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη :  

Δ = 

2

1

1 '
ln

2

e x
x dx  = 

2 2

1
1

1 1 1
ln

2 2

e
ex x

x dx
x

 =  

= 

2 2 2

1

1 1 1 1 1
ln ln1

2 2 2

ee x
e dx

x
                                  

= 

2 2

1

1 2 1

2 2

ee x x
dx

x
 = 

2

1

1 1
1

2 2 2

ee x
dx

x
 =  

= 

2 2

1

1 1
ln

2 4 2

e
e x

x x  = 
2 22 1 1 1 1

ln 1 ln1
2 4 2 4 2

e e e
e e  =  

= 
2 22 1 1 3

2 4 2 4

e e e
e  = 

2 22 4 2 4 2 3

4

e e e e
 = 

2 3

4

e
 η,κ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΘΔΜΑ ∆ 
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Έζησ ε ζπλερήο ζπλάξηεζε f : (0, + )  R, ε νπνία γηα θάζε x > 0 ηθαλνπνηεί ηηο ζρέζεηο : 

  f(x)  0.  

 

2 1 2

0

x
x x

f t dt
e

.  

 lnx  x = 
0

ln
x

t t
dt e

f t
f(x) .   

∆1). Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε θαη λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο.                     Μνλάδεο 10 

        Αλ είλαη f(x) = e
x

(lnx  x), x > 0, ηόηε :.               

∆2).  Να ππνινγίζεηε ην όξην :  
2

0

1
lim
x

f x f x
f x

.                                     Μνλάδεο 5 

∆3). Με ηε βνήζεηα ηεο αληζόηεηαο   lnx ≤ x  1, πνπ ηζρύεη γηα θάζε x>0, λα απνδείμεηε όηη ε  

        ζπλάξηεζε F(x) = 

x

f t dt , x > 0, όπνπ  α > 0,  είλαη  θπξηή   (κνλάδεο  2). Σηε ζπλέρεηα λα  

        απνδείμεηε όηη : F(x) + F(3x) > 2 F(2x), γηα θάζε x > 0 (κνλάδεο 4).                          Μνλάδεο 6 

 

∆4). Γίλεηαη ν ζηαζεξόο πξαγκαηηθόο αξηζκόο β > 0. Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη κνλαδηθό  

        μ  (β, 2 β) ηέηνην ώζηε : F(β) + F(3 β) = 2 F(μ).                                                         Μνλάδεο 4 

ΛΥΣΗ 

Γ1).  Η f ζπλερήο , x  (0, + ). f(x)  0, άξα θαηά Bolzano δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν.  

 Ιζρύεη : 

2 1 2

1

x x
x x

f t dt
e

  

2 1 2

1

0

x x
x x

f t dt
e

 

Θεσξνύκε G(x) = 

2 1 2

1

0

x x
x x

f t dt
e

, x > 0. 

H f ζπλερήο άξα ε 

2 1

1

x x

f t dt , παξαγσγίζηκε σο αξρηθή ηεο ζπλερνύο f. 

H 
2x x

e
 παξαγσγίαηκε σο πνιπσλπκηθή, άξα ε G παξαγσγίζηκε σο αθαίξεζε παξαγσγίζηκσλ 

ζπλαξηήζεσλ. θαη γηα x = 1, G(1) = 0 έρνπκε όηη G(x)  G(1) ηζρύεη 1 εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ DG 

αθνύ x > 0, άξα θαηά Fermat  G (1) = 0                               

G (x) = f(x
2
  x + 1) (2 x  1)  

1 2 x

e
. Άξα G (1) = f(1) (2  1)   

1 2

e
 = 0 ;  

f(1) =  
1

e
  θαη επεηδή ε f δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν άξα f(x) < 0.        

 έρνπκε  lnx x =  
0

ln
x
t t

dt e f x
f t

, κε  f(x) < 0 θαη x > 0.           

0

ln ln
x

x x t t
dt e

f x f t
 0                  

Η ζπλάξηεζε 
ln x x

f x
, ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε σο πξάμε ησλ ζπλερώλ θαη  παξαγσγίζηκσλ 
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ζπλαξηήζεσλ x , lnx, f(x), άξα ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε θαη ε ζπλάξηεζε  
0

ln
x
t t

dt e
f t

.                  

0

ln ln
x

x x t t
dt e

f x f t
  

'

ln lnx x x x

f x f x
        (από εθαξκνγή βηβιίνπ) 

ln xx x
c e

f x
                

Γηα x = 1,  1ln1 1

1
c e

f
, άξα 

1

1
c e

e

  c = 
e

e
 = 1. 

Άξα 
ln xx x

e
f x

  f(x) = 
ln

x

x x

e
. Άξα f(x) = e

x
(lnx  x) , x > 0       

        

Τξόπνο 2 

Θέησ g(x) =  
ln x x

f x
, ε g ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε.  g (x) = g(x)  g (x)  g(x) = 0  

 e
x

g (x)  e
x

g(x) = 0   [e
x

g(x)]  = 0 ,  άξα g(x) e 
x
 = c. 

Γηα x = 1 , g(1) e 
1
 = c ,    g(1) = 

ln1 1 1

11
e

f

e

   

Άξα e e 
1 
= c  c = 1. Οπόηε e 

x
g(x) = 1  g(x) = 

1
xe

  
ln xx x

e
f x

   

 e
x

x(x) = lnx  x , x > 0  f(x) = 
ln

x

x x

e
 ,  x > 0. 

 

Γ2).  L = 
2

0

1
lim
x

f x f x
f x

.  

0
lim
x

f(x) = 
0

lim
x

[e
x

(lnx  x)] = 1 (   ) =  . 
0

lim
x

lnx = ,                         

Θέηνπκε 
1

f x
 , σ  0 , f(x) = 

1
          

Οπόηε : L = 
2

0

1 1
lim  =  

2
0

lim  

0

0

20

'
lim

'DLH
 =      

= 
0

1
lim

2
 = 

1
0

2
 = 0.              

ή  

0

0

0 0 0

1 '1 1 1 1 1
lim lim lim 0 0

2 2 ' 2 1 2DLH
.          

 

Γ3).  lnx  x  1 , x > 0. F(x) = 

x

f t dt  , x > 0, α > 0.  

Η F είλαη παξαγσγίαηκε σο αξρηθή ηεο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο f.  
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F (x) = 

'
x

f t dt  = f(x) = e
x

(lnx  x) ,  x > 0                  

F (x) = f (x) = e
x

(lnx  x) + e
x 1

1
x

 =  e
x 1

1 ln x x
x

 

lnx  x  1  x  1  lnx  0,  
1

x
 > 0  , x > 0 

Άξα F (x) > 0, άξα F(x) θπξηή x > 0                                

 

Γεκηνπξγνύκε δηαζηήκαηα [x, 2 x] θαη [2 x, 3 x] κε x > 0 

 H F είλαη ζπλερήο ζε θάζε δηάζηεκα σο παξαγσγίζηκε 

 Καηά Θ.Μ.Τ. ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ1  (x, 2 x) θαη έλα ηνπιάρηζηνλ μ2  (2 x, 3 x) ώζηε  

F (μ1) = 
2

2

F x F x

x x
  F (μ2) = 

3 2

3 2

F x F x

x x
  F (μ1) = 

2

2

F x F x

x x
  

 F (μ2) = 
3 2

3 2

F x F x

x x
  f(μ1) = 

2F x F x

x
  f (μ2) = 

3 2F x F x

x
              

όκσο F (x) = f (x) > 0.  

Άξα f(x) είλαη γλεζίσο αύμνπζα                       

Άξα μ1 < μ2, άξα f(μ1) < f(μ2)  

Άξα 
2 3 2F x F x F x F x

x x
 ,   x > 0 

F(2 x) + F(2 x) < F(3 x) + F(x)                          

 

Γ4).  Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε H(x) = F(β) + F(3 β)  2 F(x)                 

Η ζπλάξηεζε H είλαη ζπλερήο σο γηα x > 0.  

H F(β) + F(3 β) ζπλερήο σο ζηαζεξή  

Η F(x) ζπλερήο σο παξαγσγίζηκε, άξα F(x) ζπλερή ζην [β, 2 β],  αθνύ β > 0. 

 Η(β) = F(β) + F(3 β)  2 F(β) 

 Η(β) = F(3 β)  F(β).  

F (x) = e
x

(lnx  x)                    e
x
 > 0 , lnx  x  1  x 

F (x) < 0 

Άξα F(x) είλαη γλεζίσο θζίλνπζα κε x > 0, άξα θαη ζην [β, 2 β]             

 

 Η(2 β) = F(β) + F(3 β)  2 F(2 β) > 0 

 Η(2 β) > 0 ζύκθσλα κε F(x) + F(3 x) > 2 F(2 x) ,  x > 0             

Οπόηε Η(β) Η(2 β) < 0 

Άξα θαηά Bolzano ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ  (β, 2 β) ηέηνην ώζηε Η(μ) = 0 δει. 

F(β) + F(3 β)  2 F(μ) = 0  

F(β) + F(3 β) = 2 F(μ).                                          

ε Η (x) = 2 F(x) (επεηδή ε F είλαη παξαγσγίζηκε) θαη F (x) < 0  

ε H (x) > 0 άξα ην μ είλαη κνλαδηθό.                         
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ΘΕΜΑΤΑ ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΩΝ ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 14 ΙΟΥNΙΟY 2012 

 

 

ΘΔΜΑ Α 

A1). Έζησ κηα ζπλάξηεζε f παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα (α, β), κε εμαίξεζε ίζσο έλα ζεκείν  

        ηνπ x0, ζην νπνίν όκσο ε f είλαη ζπλερήο. Αλ f (x) > 0 ζην (α, x0) θαη f (x) < 0 ζην (x0, β),  

        ηόηε λα απνδείμεηε όηη ην f(x0) είλαη ηνπηθό κέγηζην ηεο f.                                        Μνλάδεο 7 

 

A2). Πόηε δύν ζπλαξηήζεηο f θαη g ιέγνληαη ίζεο ;                                                             Μνλάδεο 2 

 

Α3). Να δηαηππώζεηε ην ζεώξεκα Rolle.                                                                            Μνλάδεο 6 

 

Α4). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηό ζαο δίπια ζην  

        γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε ηε ιέμε Σσζηό, αλ ε πξόηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,  

        αλ ε πξόηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

        α) Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f είλαη ζπκκεηξηθή, σο πξνο ηνλ άμνλα x x, ηεο  

             γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f 

        β). Η δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ κηγαδηθώλ α + β i θαη γ + δ i είλαη ην  

             άζξνηζκα ησλ δηαλπζκαηηθώλ αθηίλσλ ηνπο. 

        γ). Αλ είλαη 0 < α < 1, ηόηε  lim
x

α
x 
= + .  

        δ). Αλ κηα ζπλάξηεζε f δελ είλαη ζπλερήο ζε έλα ζεκείν x0, ηόηε δελ κπνξεί λα είλαη  

             παξαγσγίζηκε ζην x0.  

        ε). Έζησ f κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα [α, β]. Αλ G είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f  

              ζην [α, β], ηόηε f t dt    = G(α)  G(β).                                                        Μνλάδεο 10  

ΛΥΣΗ 

Α1). ζεσξία ,ζεώξεκα ζει. 262 

Α2). Οξηζκόο ζει 141 

Α3). Γηαηύπσζε ζεσξήκαηνο ζει.246 

Α4). (α)  Σ,  (β)  Σ , (γ)  Λ,  (δ)   Σ,  (ε)  Λ 

 

ΘΔΜΑ Β 

Θεσξνύκε ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο z, κε  z   1, γηα ηνπο νπνίνπο ν αξηζκόο w = 
1

1

z

z
, είλαη 

θαληαζηηθόο. Να απνδείμεηε όηη :  

B1). z  = 1.                                                                                                                         Μνλάδεο 7 

B2). Ο αξηζκόο 

4
1

z
z

 είλαη πξαγκαηηθόο.                                                                       Μνλάδεο 6 

B3). 
1 2

1 1

z z
(z1 + z2)  4, όπνπ z1, z2 δύν από ηνπο παξαπάλσ κηγαδηθνύο αξηζκνύο z.           

                                                                                                                                              Μνλάδεο 6 

B4). Οη εηθόλεο ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ u, γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη u  u i = 
i

w
  w, w  0,  

        αλήθνπλ ζηελ ππεξβνιή x
2
  y

2
 = 1.                                                                            Μνλάδεο 6 
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ΛΥΣΗ 

Β1). Αθνύ w είλαη θαληαζηηθόο αξηζκόο w  = w θαη κεηά ηηο πξάμεηο ζα έρνπκε z z  = 1 άξα 

z  = 1.  

Β2). Γηα λα δείμνπκε όηη ν αξηζκόο u = 

4
1

z
z

 είλαη πξαγκαηηθόο ζα πξέπεη λα δείμνπκε όηη  

u  = u πνπ είλαη εύθνιν λα δεηρζεί αθνύ ηζρύεη z z  = 1 θαη άξα z  = 
1

z
.  

B3). Η δεηνύκελε ζρέζε είλαη ηζνδύλακε κε (
1 2z z ) (z1 + z2)  4 ή αλ ζέζνπκε w = z1 + z2  

ε ζρέζε γίλεηαη w w  ≤ 4 ή w  ≤ 2 δειαδή ηζνδύλακα z1 + z2  ≤ 2 πνπ ηζρύεη αθνύ ιόγσ ηεο 

ηξηγσληθήο αληζόηεηαο ζα έρνπκε z1 + z2  ≤ z1  + z2  = 1 + 1 = 2.  

 

Β4). Αθνύ ν w είλαη θαληαζηηθόο αξηζκόο ζα είλαη ηεο κνξθήο w = α i (α  R).  

Θέηνληαο u = x + y i  (x, y  R) ζα έρνπκε κεηά ηηο πξάμεηο (x + y) + (y  x) i = 
1

i
 

θαη άξα x + y = 
1

 θαη y   x = α ή x  y = α (α  0) θαη κε απαινηθή ηεο παξακέηξνπ α  

ζα έρνπκε ηελ ηζνζθειή ππεξβνιή x
2
  y

2
 = 1. 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Έζησ ε ζπλερήο ζπλάξηεζε f : R  R, γηα ηελ νπνία ηζρύεη : x f(x) + 1 = e
x
, γηα θάζε x  R. 

Γ1). Να απνδείμεηε όηη f(x) = 

1
, 0

1 , 0

xe
x

x

x

.                                                                 Μνλάδεο 6 

Γ2). Να απνδείμεηε όηη νξίδεηαη ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε f 
–1

 θαη λα βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

                                                                                                                                              Μνλάδεο 6 

Γ3). Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Α(0,f(0)).  

        Σηε ζπλέρεηα, αλ είλαη γλσζηό όηη ε f είλαη θπξηή, λα απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε 2 f(x) = x +2,   

        x  R. έρεη αθξηβώο κία ιύζε.                                                                                      Μνλάδεο 8 

Γ4). Να βξείηε ην 
0

lim
x

[x (lnx) ln(f(x))].                                                                               Μνλάδεο 5  

ΛΥΣΗ 

Γ1). Από ηελ ζρέζε x f(x) + 1 = e
x
, έρνπκε f(x) = e

x
  

1

x
, αλ x  0 θαη γηα x = 0 αθνύ ε f είλαη 

ζπλερήο θαη ζην 0 ζα έρνπκε 
0

lim
x

f(x) = f(0) θαη άξα κε ηνλ θαλόλα ηνπ DLH θαηαιήγνπκε ζην  

f(0) = 1.   

 

Γ2). Μπνξνύκε λα δείμνπκε ην 1  1 απνδεηθλύνληαο όηη ε f είλαη γλ. κνλόηνλε.   

Η ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε (σο πξάμεηο παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ) γηα x  0 κε 

f (x) = e
x

(x  1) + 
2

1

x
, x  0 ηώξα ζεσξώληαο ηελ g(x) = e

x
(x  1) + 1, x  0, πνπ είλαη 

παξαγσγίζηκε (σο πξάμεηο παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ) έρνπκε όηη g (x) = x e
x
 θαη αλ x > 0 ηόηε 

g (x) > 0 θαη αλ x < 0 ηόηε g (x) < 0 θαη άξα ε g έρεη ειάρηζην ζην x = 0, άξα g(x)  g(0) = 0 θαη 

ηειηθά f (x) > 0 άξα ε f είλαη γλ. αύμνπζα ζπλάξηεζε θαη άξα 1 1 θαη ζπλεπώο νξίδεηαη ε f 
1
.  

Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο f 
1
 είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f : Έηζη αθνύ Df = ( , 0] (0, + ) ζα έρνπκε 
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( lim
x

f(x), f(0)] (f(0), lim
x

f(x)) = (0, 1] (1, + ) = (0, + ). ζα έρνπκε Df 
1
 = [0, + ).  

 

Γ3). Η εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο Cf ζην ζεκείν Α(0, f(0)) είλαη y  1 = f(0) x   (1) πξνθύπηεη 

από ηνλ νξηζκό κε ην όξην θαη κεηά κε ηνλ θαλόλα ηνπ DLH θαη είλαη ίζν κε 
1

2
 άξα ε (1) γίλεηαη 

y  1 = 
2

x
  ή y = 

2

x
 + 1, Αθνύ ε f είλαη θπξηή ζα ηζρύεη f(x) ≥ y, γηα x πξαγκαηηθό θαη άξα 

f(x)  
2

x
 + 1   (2) 

Γηα λα δεηρζεί όηη ε εμίζσζε 2 f(x) = x + 2 έρεη αθξηβώο κηα ιύζε πξέπεη λα δείμνπκε όηη ε  

Κ(x) = 2 f(x)  x  2 έρεη αθξηβώο κηα ιύζε πνπ όκσο, ιόγσ ηεο (2), είλαη Κ(x)  0 θαη ην Κ(x) = 0  

ηζρύεη κόλν γηα ην ζεκείν επαθήο δειαδή ην x = 0. Άξα έρεη κνλαδηθή ξίδα ην 0 θαη γηα ηα άιια x 

K(x) > 0.  

 

Γ4). Α = 
0

lim
x

[x (lnx) (f(x))] ζα έρνπκε κε θαλόλα ηνπ DLH . . . θαη άξα Α = 0 .0 = 0  

(δηόηη (
0

lim
x

f(x) = lnf(0) = 0 (f ζπλερήο) 

 

 

ΘΔΜΑ ∆ 

Έζησ ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f : A  R κε Α = (0, + ), γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ : 

 f(A) = ( , 0].  

 ε παξάγσγνο ηεο f είλαη ζπλερήο ζην (0, + ), θαη  

 2 f(x) + 
1

x
x

e
f(x)

= 
1

1
'

x
f x

e f t t dt
t

 + 2, γηα θάζε x > 0.  

Θεσξνύκε επίζεο ηε ζπλάξηεζε F(x) = 
1

x

f t dt , x > 0.  

∆1). Να απνδείμεηε όηη f(x) = ln
2

2

1

x

x
,  x > 0.                                                                Μνλάδεο 8 

∆2). Να απνδείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο F έρεη κνλαδηθό ζεκείν θακπήο Σ(x0, F(x0)),  

         x0  > 0, ην νπνίν θαη λα βξείηε. Σηε ζπλέρεηα λα απνδείμεηε όηη ππάξρεη κνλαδηθό μ  (x0, β) κε  

       β > x0, ηέηνην ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο F ζην ζεκείν  M(μ, F(μ)) λα  

       είλαη παξάιιειε πξνο ηελ επζεία (ε) : F(β) x  (β  1) y + 2012 (β  1) = 0.              Μνλάδεο 6 

∆3). Αλ β > 1, λα απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε 

351 1 1
0

1 3

F f x x

x x
, 

        έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα, σο πξνο x, ζην δηάζηεκα (1, 3).                                         Μνλάδεο 5 

∆4). Να απνδείμεηε όηη 

2

1

x x

x

t
f dt t f t dt

x
, γηα θάζε  x > 0.                                    Μνλάδεο 6 

ΛΥΣΗ 

Γ1). Παξαγσγίδνληαο θαη ηα δύν κέιε ηεο δνζείζαο ζρέζεο ζα έρνπκε (είλαη παξαγσγίζηκεο αθνύ 

νη ππό νινθιήξσζε ζπλαξηήζεηο είλαη ζπλερείο) : 

2 e
f(x)

 = x + 
1

x
 + c θαη ην c πξνζδηνξίδεηε από ηελ δνζείζα ζρέζε γηα x = 1, πνπ δίλεη  

2 f(1) + 2 e
f(1)

 = 2  ή  f(1) + e
f(1)

 = 1. Τώξα 

 Αλ f(1) > 0 ηόηε 1  e
f(1)

 > 0 θαη e
f(1)

 < e
0
  άξα f(1) < 0 άηνπν 
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 Αλ f(1) < 0 ηόηε 1  e
f(1)

 < 0 θαη e
f(1)

 > e
0
  άξα f(1) > 0 άηνπν. Άξα f(1) = 0.  

Τώξα γηα x = 1 έρνπκε c = 0 θαη ζπλεπώο ε ζπλάξηεζε έρεη ηύπν f(x) = lnx2 + 
1

2
x, γηα x > 0.   

 

Γ2).Γηα λα δείμνπκε όηη ε F έρεη ζεκείν θακπήο ζα βξνύκε ηελ F (x). H f είλαη ζπλερήο γηα x > 0 

άξα ε F είλαη παξαγσγίζηκε γηα x > 0 κε F (x) = f(x).Τώξα F (x) = f (x) = 
2

2

1

1

x

x x
, x > 0.  

Η f(x) = 0 δίλεη ιύζε ηελ x = 1 θαη άξα ν πίλαθαο κεηαβνιώλ ηεο f δίλεη :  

 

x                              0                         +  

F (x) +  

F(x)  Κνίια θάησ Κνίια άλσ 

 

Άξα ε F έρεη κνλαδηθό ζεκείν θακπήο ην (1, F(1)) = (1, 0).  

Γηα λα είλαη ε εθαπηνκέλε ηεο CF ζην ζεκείν M(μ, F(μ)) παξάιιειε πξνο ηελ επζεία  

(ε) : F(β) x  (β  1) y + 2012 (β  1) = 0 ζα πξέπεη F (μ) = 
f

  1. Δθαξκόδνληαο ην Θ.Μ.Τ. 

ηνπ δηαθνξηθνύ ινγηζκνύ ζην δηάζηεκα [1, β] γηα ηε ζπλάξηεζε F (ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο πνπ 

ηηο αλαθέξνπκε). 

Τν μ είλαη κνλαδηθό αθνύ ε ζπλάξηεζε F  είλαη γλ. αύμνπζα ιόγσ ηνπ όηη ε F είλαη θνίιε ζην  

[1, β]. 

 

Γ3). Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε :  

Η(x) = (x  3) [F(β) + (1  β) f(β)] x
3
 + (x  1) (β  1) (x + 1)

2
 θαη εθαξκόδνπκε ην Θ. Bolzano ζην 

[1, 3]. Η Η(x) είλαη ζπλερήο ζην [1, 3] σο πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ  

 Η(1) = 2 [F(β) + (1  β) f(β)] < 0 αθνύ μ < β θαη ε F  είλαη γλ.θζίλνπζα F (μ) > F (β) πνπ από 

ην Γ2 έρνπκε 
1

F
 > f(β) δει. [F(β) + (1  β) f(β)] > 0 

Η(3) = 32 (β  1) > 0.  

Άξα ππάξρεη μ  (1, 3) ηέηνην ώζηε Η(μ) = 0 πνπ δίλεη άκεζα ην δεηνύκελν. 

 

Γ4). Γηα ην νινθιήξσκα ηνπ α κέινπο θάλνπκε ηελ αληηθαηάζηαζε u = t/x θαη κε αιιαγή ησλ 

άθξσλ νινθιήξσζεο παίξλνπκε : Γηα t = x,  u = 1 θαη γηα t = x
2
, u = x νπόηε ην νινθιήξσκα ηνπ α 

κέινπο x γίλεηαη : x
1

x

f u du  νπόηε αξθεί λα δείμνπκε όηη  x     

Γηα ην ζθνό απηό ζεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε Π(x) = x
1

x

f u du   
1

x

u f u du  , x > 0 θαη 

Π(1) = 0  

Η ζπλάξηεζε Π(x) είλαη παξαγσγίζηκε σο πξάμεηο παξαγσγηζίκσλ ζπλαξηήζεσλ επεηδή ε f(x) 

είλαη ζπλερήο γηα x > 0 κε  Π (x) = 
1

x

f u du  = F(x), γηα x > 0. Δπεηδή  
2

2

1

x

x
 < 1 ζα είλαη  

ln
2

2

1

x

x
 < 0 δειαδή f(x) < 0. 

Άξα γηα x > 1 : Π (x) < 0 θαη γηα 0 < x < 1 : Π (x) > 0 θαη έηζη ε Π(x) έρεη κέγηζην ζην 1 ην 

Π(1) = 0. Άξα Π(x)  Π(1)  ή  Π(x)  0 πνπ απνδεηθλύεη ην δεηνύκελν.  
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ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ    27 ΜΑΪΟΥ 2013 

 

 

ΘΔΜΑ Α 

A1). Έζησ f κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα [α, β]. Αλ G είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f ζην   

         [α, β], ηόηε λα απνδείμεηε όηη : ( )f t dt  = G (β) – G(α).                                        Μνλάδεο 7 

 

A2). Να δηαηππώζεηε ην Θεώξεκα Μέζεο Τηκήο ηνπ Γηαθνξηθνύ Λνγηζκνύ(Θ.Μ.Τ.)      Μνλάδεο 4 

 

A3). Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα [α, β] ηνπ πεδίνπ  

       νξηζκνύ ηεο;                                                                                                                  Μνλάδεο 4 

 

A4). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηό ζαο δίπια ζην  

        γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε ηε ιέμε Σσζηό, αλ ε πξόηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,  

        αλ ε πξόηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

        α). Η εμίζσζε z  z0  = ξ, ξ > 0 παξηζηάλεη ηνλ θύθιν κε θέληξν ην ζεκείν K (zo) θαη αθηίλα  

             ξ
2
, όπνπ z, z0 κηγαδηθνί αξηζκνί. 

         β). Αλ lim ( ) 0
ox x

f x , ηόηε f (x) < 0 θνληά ζην xo 

         γ). Ιζρύεη όηη : εκx   x , γηα θάζε x  R.  

         δ). Ιζρύεη όηη : 
0

1
lim 1
x

x

x
 

         ε). Μηα ζπλερήο ζπλάξηεζε f δηαηεξεί πξόζεκν ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία νη  

             δηαδνρηθέο ξίδεο ηεο f ρσξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο.                                        Μνλάδεο 10 

ΛΥΣΗ 

Α1). Θεσξία ζρνιηθνύ βηβιίνπ ζει. 334-335 

Α2). Θεσξία ζρνιηθνύ βηβιίνπ ζει. 246-247 

Α3). Θεσξία ζρνιηθνύ βηβιίνπ ζει. 222 

Α4). (α). Λάζνο (β).  Σσζηό (γ).  Σσζηό (δ). Λάζνο (ε). Σσζηό 

 

 

ΘΔΜΑ Β 

Θεσξνύκε ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο z γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη: (z  2)( z − 2) + z  2 = 2. 

B1). Να απνδείμεηε όηη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ ησλ κηγαδηθώλ z , είλαη θύθινο κε  

        θέληξν K(2, 0) θαη αθηίλα ξ = 1.                                                                                 (κνλάδεο 5) 

        Σηε ζπλέρεηα, γηα θάζε κηγαδηθό z πνπ αλήθεη ζηνλ παξαπάλσ γεσκεηξηθό ηόπν, λα  

        απνδείμεηε όηη z   3.                                                                                                (κνλάδεο 3) 

                                                                                                                                              Μνλάδεο 8 

B2). Αλ νη κηγαδηθνί αξηζκνί  z1 , z2 πνπ αλήθνπλ ζηνλ παξαπάλσ γεσκεηξηθό ηόπν είλαη ξίδεο ηεο  

        εμίζσζεο w
2
 + β w + γ = 0, κε w κηγαδηθό αξηζκό, β, γ  R , θαη Imz1  Imz2  = 2, ηόηε λα  

        απνδείμεηε όηη: β = − 4 θαη γ = 5                                                                                  Μνλάδεο 9 

 

B3). Θεσξνύκε ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο  αo , α1 , α2 νη νπνίνη αλήθνπλ ζηνλ γεσκεηξηθό ηόπν ηνπ  

        εξσηήκαηνο Β1. Αλ ν κηγαδηθόο αξηζκόο v ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε :  

         v
3
 + α2 v

2
 + α1 v + α0 = 0, ηόηε λα απνδείμεηε όηη : v  < 4.                                      Μνλάδεο 8 

ΛΥΣΗ 

Β1). Δίλαη : (z  2) ( z   2) + z  2  = 2  z  2
2
 + z  2   2 = 0    (1) 
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Θέηνπκε z  2  = ξ > 0, νπόηε ε (1) γξάθεηαη : ξ
2 
+ ξ  2 = 0  ξ = 2 απνξξίπηεηαη  ή  ξ = 1 

Άξα z  2  = 1 θαη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ z είλαη θύθινο κε θέληξν Κ(2, 0) θαη αθηίλα ξ = 1. 

Ιζρύεη : z  = z  2 + 2   z  2  + 2 = 3.  

Δλαιιαθηηθά, ν κηγαδηθόο κε ην κέγηζην κέηξν είλαη ν z = 3 κε z  = 3 . 

Οπόηε ηζρύεη : z   3. 

 

B2). Γηα ηνπο z1 z2 πνπ αλήθνπλ ζηνλ θύθιν θαη είλαη ζπδπγείο σο ξίδεο ηεο εμίζσζεο : 

w
2
 + β w + γ = 0 ηζρύεη :  Im(z1)  Im(z2)  = 2 Im(z1)  Im( 1z )| = 2  2 Im(z1)  = 2  

 Ιπη(z1) = 1 ή  Im(z1) = 1 

Οπόηε ζεσξνύκε: z1 = 2 + i, θαη z2 =  = 2  i 

Γηα ηελ εμίζσζε ηζρύεη : {z1 + z2 =  β  θαη  z1 z2 = γ }  { β =  4  ,  γ = 5}.  

 

Β3). Ιζρύεη : λ
3
 + α2 λ

2
 + α1 λ + α0 = 0   λ

3
 = α2 λ

2
 + α1 λ + α0.  

Οπόηε : λ
3

 = α2 λ
2
 + α1 λ + α0   λ

3
 = α2 λ

2
 + α1 λ  + α0        (1) 

Θέησ : λ  = ξ > 0, νπόηε ε ζρέζε (1) γίλεηαη : ξ
3
 < α2 ξ

2
 + α1 ξ + α0   

Φξεζηκνπνηώληαο όηη : α0   3,  α1 |  3,  α2   3 παίξλνπκε :  

ξ
3
 < 3 ξ

2
 + 3 ξ + 3   ξ

3
  3 ξ

2
  3 ξ  3  0 < 1  

 ξ
3
  3 ξ

2
  3 ξ  4 < 0  (ξ  4) (ξ

2
 + ξ + 1) < 0,  (κε ζρήκα Horner)  

ξ  4 < 0, αθνύ ξ
2
 + ξ + 1 > 0, γηα θάζε ξ > 0  

ξ < 4  ή  λ  < 4. 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Θεσξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο f, g :R  R, κε f παξαγσγίζηκε ηέηνηεο ώζηε:  

•  (f (x) + x) (f (x) + 1) = x, γηα θάζε x  R.  

•  f (0) = 1 θαη 

•  g (x) =  x
3
 + 

23

2

x
 – 1 

Γ1).. Να απνδείμεηε όηη: f (x) = 2 1x  − x , x  R                                                           Μνλάδεο 9 

Γ2). Να βξείηε ην πιήζνο ησλ πξαγκαηηθώλ ξηδώλ ηεο εμίζσζεο  f(g(x)) = 1.                   Μνλάδεο 8 

Γ3). Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα x 0  0,
4

 ηέηνην, ώζηε : 

        

0

0 0

4

4
ox

f t dt f x x                                                                                   Μνλάδεο 8 

ΛΥΣΗ 

Γ1). Γηα θάζε x  R ηζρύεη :  (f(x) + x) (f (x) + 1) = x  2 (f(x) + x) (f (x) + 1) = 2 x  

 [f(x) + x)
2
]  = (x

2
) .  

Άξα ππάξρεη αξηζκόο c  R ώζηε : [f(x) + x]
2
 = x

2
 + c, γηα θάζε x  R.  

Γηα x = 0 πξνθύπηεη  c = 1. 

Άξα ηζρύεη : (f(x) + x)
2
 = x

2
 + 1, γηα θάζε x  R    (1) 

Γηα ηε ζπλάξηεζε  h(x) = f(x) + x,  κε x  R θαη επεηδή : x
2
 + 1 > 0, γηα θάζε x  R.  

Ιζρύεη : h(x)  0, γηα θάζε x  R. 

Η h είλαη ζπλερήο ζην R σο άζξνηζκα ζπλερώλ, νπόηε δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην R. 

Δπεηδή : h(0) = h(0) = 1 > 0, ηζρύεη : h(x) > 0, γηα θάζε x  R    (2) 

Η (1) γξάθεηαη : (h(x))
2
 = x

2
 + 1,  γηα θάζε x  R.  

θαη ιόγσ ηεο ζρέζεο (2) παίξλνπκε : h(x) = 2 1x , γηα θάζε x  R.  
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f(x) + x = 2 1x   f(x) = 2 1x   x, γηα θάζε x  R.  

 

Γ2). H f είλαη παξαγσγίζηκε κε : f (x) = 
2

2 2

2 1
1

2 1 1

x x x

x x
 < 0,  

γηαηί : 2 1x x  > 2x   x = x   x  0, γηα θάζε x  R. 

Γηαθνξεηηθά, ιύλνπκε ηελ αλίζσζε : f (x) < 0  x  2 1x  < 0  > 2 1x  > x 

αλ x  0, ηόηε : x
2
 + 1 > x

2
 πνπ ηζρύεη  

αλ  x < 0 πξνθαλώο ηζρύεη.  

Άξα : f (x) < 0, γηα θάζε x  R Δπίζεο πξνθύπηεη : f(x) > 0, γηα θάζε x  R. 

Γηα ηελ εμίζσζε, έρνπκε  : f(g(x)) = 1  f(g(x)) = f(0)  g(x) = 0    (3)  

αθνύ ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα θαη ζπλεπώο «1 1».  

Οπόηε ε (3) γξάθεηαη : x
3
 + 

23

2

x
  1 = 0  2 x

3
 + 3 x

2
  2 = 0  

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε : θ(x) = 2 x
3
 + 3 x

2
  2, κε x  R.  

Η θ είλαη παξαγσγίζηκε ζην Δσο πνιπσλπκηθή κε θ (x) = 6 x
2
 + 6 x, γηα θάζε x  R. 

Λύλνπκε ηελ εμίζσζε : θ (x) = 0  6 x (x + 1) = 0  x = 0 ή   x = 1 

  
•    Η θ είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα Γ1 = ( ,  1] Άξα : 

      θ(Γ1) = ( lim
x

θ(x), θ( 1)] = (  , 1] ,αθνύ  lim
x

θ(x) = lim
x

2 x
3
 =   

      Δπεηδή  0  θ(Γ1) ε εμίζσζε θ(x) = 0, είλαη αδύλαηε.  

 

•  Η  θ είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα  Γ2 = [ 1, 0]  

    Άξα θ(Γ2) = [θ(0), θ( 1)] = [ 2, 1]    

    Δπεηδή 0  θ(Γ2) ε εμίζσζε θ(x) = 0, είλαη αδύλαηε  

 

•  Η θ είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα Γ3 = [0, + )  

    Άξα :  

    θ(Γ3) = [θ(0), lim
x

θ(x)) = [ 2, + ), αθνύ  lim
x

θ(x) = lim
x

2 x
2
 = + .  

    Δπεηδή ην 0  θ(Γ3), (αθνύ ε θ γλεζίσο αύμνπζα ζην Γ3 ) ε εμίζσζε θ(x) = 0, έρεη  

    κνλαδηθή ξίδα ξ  (0 + ).  

 

Γ3). Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε θ(x) = 
4

0
4

x

f t dt f x x ,   κε x  [0, π/4] 

Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην R, ε ζπλάξηεζε 
0

x

f t dt  είλαη παξαγσγίζηκε ζην R. 

Οπόηε είλαη θαη ζπλερήο ζην [0, π/4].  
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Άξα ε ζπλάξηεζε 
4

0

x

f t dt  είλαη ζπλερήο ζην [0, π/4] σο ζύλζεζε ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ. 

• Η θ είλαη ζπλερήο ζην [0, π/4] σο άζξνηζκα γηλόκελν θαη ζύλζεζε ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ,  

• θ(0) = 

04

0

4

0f t dt f t dt , αθνύ ηζρύεη  f(t) > 0, γηα θάζε x  [ π/4, 0] 

Οπόηε : 

0

4

0f t dt    

0

4

0f t dt . 

θ(π/4) = f(0) εθ(π/4) = 1 > 0 Άξα ηζρύεη θ(0) θ(π/4) < 0.  

Από ην Θεώξεκα Bolzano ππάξρεη έλαο ηνπιάρηζηνλ x0  ( π/4, 0) γηα ηνλ νπνίν ηζρύεη : 

θ(x0) = 0  

0
4

0 0

0

0
4

x

f t dt f x x   

0

0

0 0

4

4
x

f t dt f x x .  

 

β ηξόπνο : Η εμίζσζε ηζνδύλακα γξάθεηαη :  

4

0

0
4

x

f t dt f x x   
4

0

0
4

x

x
f t dt f x

x
   

 
4

0

0
4

x

x f t dt x f x   

'

4

0

0

x

x f t dt   (4)  

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε : 
4

0

x

h x x f t dt  , x  [0, π/4].  

Η  h είλαη ζπλερήο ζην [0, π/4] θαη ε h είλαη παξαγσγίζηκε ζην (0, π/4). 

Δίλαη : h(0) = 0 θαη h(π/4) = 0, δειαδή h(0) = h(π/4). . 

Από ην Θεώξεκα Rolle ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ x0  (0, π/4) γηα ηνλ νπνίν ηζρύεη :  

f (x) = 0, άξα ηζρύεη ε ζρέζε (4) 
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ΘΔΜΑ Γ 

Έζησ f : (0, + )  R κηα παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ : 

•  Η f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην (0, + ).  

•  f (1) = 1.  

•  
0

(1 5 ) (1 )
lim 0
h

f h f h

h
 

Θεσξνύκε επίζεο ηε ζπλάξηεζε  g(x) =  
( ) 1

1

x f t
dt

t
 , x  (1, + ) θαη α > 1. 

Να απνδείμεηε όηη : 

Γ1). f (1) = 0 (κνλάδεο 4), θαζώο επίζεο όηη ε f παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην x0 = 1  (κνλάδεο 2). 

                                                                                                                                              Μνλάδεο 6 

Γ2). ε g είλαη γλεζίσο αύμνπζα (κνλάδεο 3), θαη ζηε ζπλέρεηα, λα ιύζεηε ηελ αλίζσζε ζην R  
2 4

2 4

8 6 2 6

8 5 2 5

( ) ( )

x x

x x

g u du g u du   (κνλάδεο 6) 

                                                                                                                                              Μνλάδεο 9 

Γ3). ε g είλαη θπξηή, θαζώο επίζεο όηη ε εμίζσζε ( α – 1)
( ) 1

1

x f t
dt

t
=  (f( α) – 1) (x – α) , x > 1  

       έρεη αθξηβώο κηα ιύζε.                                                                                                Μνλάδεο 10 

ΛΥΣΗ 

Γ1). Δίλαη : 
0

1 5 1
lim
h

f h f h

h
 = 

0

1 5 1 1 1
lim
h

f h f f h f

h h
.  

Με αληηθαηάζηαζε x = 1 + 5 h   h = 
1

5

x
 θαη  x  1 όηαλ h  0 παίξλνπκε : 

Ιζρύεη :  
1

1 5 1
lim
x

f h f

h
 = 5

1

1
lim

1x

f x f

x
 = 5 f (1).  

Με αληηθαηάζηαζε t = 1  h  h = 1  t  θαη  t  1 όηαλ h  0 παίξλνπκε :  

0 0

1 1 1
lim lim

1h h

f h f f t f

h t
 = f (1).  

Οπόηε από ηελ (1) πξνθύπηεη : 

0

1 5 1
lim
h

f h f h

h
 = 0  6 f (1) = 0  f (1) = 0              (2) 

 

Γηα 0 < x < 1, είλαη : f (x) < f (1)  f (x) = 0,  

θαη γηα x > 1, είλαη : f (x) > f (1)  f (x) > 0, εθόζνλ ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην (0, + ).  

Έηζη πξνθύπηεη ν πίλαθαο : 

 

x 0                                                   +  

f (x)  + 

f(x) 
    

 
Ο.Δ. 

 

Οπόηε ε f παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην γηα x = 1 ην f(1) = 1. 

 

Γ2). Η g είλαη παξαγσγίζηκε ζην (1, + ) σο αξρηθή ηεο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο 
1

1

f t

t
 κε  
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g (x) = 
1

1

f x

x
 

Ιζρύεη : x > 1  f(x) > f(1) = 1  f(x)  1 > 0  g (x) > 0.  

Οπόηε ε g είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην (1, + ).  

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε : h(x) = 
1x

x

g t dt , x (1, + ).  

Η h είλαη παξαγσγίζηκε κε h (x) = g(x + 1)  g(x) > 0, αθνύ ε g είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  

(1, + ). Οπόηε ε h είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην (1, + ). 

Η αλίζσζε γξάθεηαη : h(8 x
2
 + 5) > h(2 x

4
 + 5)  8 x

2
 + 5 > 2 x

4
 + 5  2 x

2
(4  x

2
) > 0   

 x  ( 2, 0) (0, 2).   

 

Γ3). Η g είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην (1, + ) κε  

g (x) = 

'

2

' 1 11

1 1

f x x f xf x

x x
.  

g (x) = 
11

'
1 1

f x
f x

x x
  (3) 

H f είλαη ζπλερήο ζην [1, x] θαη παξαγσγίζηκε ζην (1, x) ελώ ε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα. 

 

Από ην Θεώξεκα Μέζεο Τηκήο γηα ηελ f ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ  (1, x) ηέηνην ώζηε : 

f (μ) = 
1 1

1 1

f x f f x f

x x
.  

Δπεηδή  1 < μ < x είλαη : f (μ) < f (x)  f (x)  f (μ) > 0.   

Οπόηε από ηε ζρέζε (3) πξνθύπηεη όηη : 

g (x) = 
1

' '
1

f x f
x

 > 0.  

Άξα ε g είλαη θπξηή ζην (1, + ).  

Η εμίζσζε γξάθεηαη : (α  1) g (x)   (f(α)  1) (x  α) = 0   θ(x) = 0, όπνπ  

θ(x) = (α  1) g(x)  (f(α)  1) (x  α), κε x  (1, + ). 

Παξαηεξνύκε όηη: θ(α) = 0. Αξθεί λα δείμνπκε όηη είλαη κνλαδηθή ιύζε. 

Η θ είλαη παξαγσγίζηκε ζην (1, + ) κε :  

θ (x) = (α  1) g (x)  (f(α)  1)  

θ (x) = (α  1) [g (x)  
1

1

f
], αθνύ f(1) = 1.   

θ (x) = (α  1) (g (x)  g (α)).  

Θέηνπκε θ (x) = 0  g (x) = g (α)  x = α, γηαηί g  γλεζίσο αύμνπζα. 

Δπίζεο : θ (x) > 0  g (x) > g (α)  x > α.  

 
Άξα γηα θάζε x > 1 είλαη: θ(x)  θ(α) κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x = α.   

Άξα : θ(x) > 0, γηα θάζε x > 1, κε x  α θαη ζπλεπώο ε ιύζε x = α είλαη κνλαδηθή. 
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ΘΕΜΑΤΑ ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 13 ΙΟΥΝΙΟΥ 2013  

 

ΘΔΜΑ Α 

A1). Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα ζεκείν x0, λα απνδείμεηε όηη ε f είλαη ζπλερήο  

        ζην ζεκείν απηό.                                                                                                          Μνλάδεο 7 

A2). Να δηαηππώζεηε ην ζεώξεκα ηνπ Fermat.                                                                   Μνλάδεο 4 

A3). Έζησ κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ. Πνηα ζεκεία ιέγνληαη θξίζηκα ζεκεία  

         ηεο f ;                                                                                                                           Μνλάδεο 4 

A4). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηό ζαο δίπια ζην   

        γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε ηε ιέμε Σσζηό, αλ ε πξόηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,  

        αλ ε πξόηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

         α). Γηα νπνηνλδήπνηε κηγαδηθό αξηζκό z ηζρύεη  z = z .  

         β). Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη 1 1 ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο, ηόηε ππάξρνπλ ζεκεία ηεο γξαθηθήο  

              παξάζηαζεο ηεο f κε ηελ ίδηα ηεηαγκέλε.  

         γ). Αλ 
0

lim
x x

f(x) = ,  ηόηε  
0

lim
x x

( f(x)) = + .  

         δ). Γηα δύν νπνηεζδήπνηε ζπλαξηήζεηο f, g παξαγσγίζηκεο ζην x0 ηζρύεη :  

              (f g) (x0) = f (x0) g(x0)  f(x0) g (x0).  

          ε). Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη δελ κεδελίδεηαη ζε απηό, ηόηε  

               ε f δηαηεξεί πξόζεκν ζην δηάζηεκα Γ.                                                               Μνλάδεο 10 

ΛΥΣΗ 

Α1). Θεσξία, ζει.217 Σρνιηθό Βηβιίν (απόδεημε) 

Α2). Θεσξία, ζει.260 Σρνιηθό Βηβιίν (δηαηύπσζε ζεσξήκαηνο) 

Α3). Θεσξία, ζει. 261 Σρνιηθό Βηβιίν (Κξίζηκα ζεκεία ιέγνληαη ηα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ, ζηα  

        νπνία ε f δελ παξαγσγίδεηαη ή ε παξάγσγνο ηεο είλαη κεδέλ) 

Α4). α) Σσζηό β) Λάζνο γ) Σσζηό δ) Λάζνο        ε) Σσζηό 

 

ΘΔΜΑ Β 

Θεσξνύκε ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο z, w  γηα ηνπο νπνίνπο ε εμίζσζε  

 2 x
2
  w  4  3 i x = 2 z , x  R, έρεη κηα δηπιή ξίδα, ηελ x = 1.  

B1). Να απνδείμεηε όηη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ ησλ z ζην κηγαδηθό επίπεδν είλαη θύθινο  

        κε θέληξν ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη αθηίλα ξ1 = 1, θαζώο επίζεο όηη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ  

        εηθόλσλ ησλ w ζην κηγαδηθό επίπεδν είλαη θύθινο κε θέληξν Κ(4, 3) θαη αθηίλα ξ2 = 4. 

                                                                                                                                             Μνλάδεο 8 

B2). Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη κνλαδηθόο κηγαδηθόο αξηζκόο, ε εηθόλα ηνπ νπνίνπ αλήθεη θαη  

        ζηνπο δύν παξαπάλσ γεσκεηξηθνύο ηόπνπο.                                                              Μνλάδεο 5 

B3). Γηα ηνπο παξαπάλσ κηγαδηθνύο αξηζκνύο z, w ηνπ εξσηήκαηνο Β1 λα απνδείμεηε όηη : 

        z  w   10  θαη  z + w   10.                                                                                  Μνλάδεο 6 

B4). Aπό ηνπο παξαπάλσ κηγαδηθνύο αξηζκνύο z ηνπ εξσηήκαηνο Β1 λα βξείηε εθείλνπο, γηα ηνπο  

        νπνίνπο ηζρύεη :  2 z
2
  3 z  2 z z  = 5.                                                                  Μνλάδεο 6 

ΛΥΣΗ 

Β1).Αθνύ ην x = 1 είλαη δηπιή ξίδα ηεο δνζείζαο εμίζσζε ζα έρνπκε :  

Γ = 0  w  4  3 i  = 16 z     (1) 

2  w  4  3 i  = 2 z   w  4  3 i  = 2 + 2 z     (2) 

Από ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) έρνπκε :  

(2 + 2 z )
2
 = 16 16 z   z

2
  2 z  + 1 = ( z   1)

2
 = 0  z  = 1 θαη άξα ε εηθόλα ηνπ z ζην 

κηγαδηθό επίπεδν είλαη θύθινο θέληξνπ Ο(0, 0) θαη αθηίλαο ξ1 = 1.  

Η ζρέζε (1) δίλεη w  4  3 i  = 4 θαη άξα ε εηθόλα ηνπ w ζην κηγαδηθό επίπεδν είλαη θύθινο 

θέληξνπ Κ(4, 3) θαη αθηίλαο ξ2 = 4. 
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Β2). Αλ θ = α + β i ( α, β  R ) ν κηγαδηθόο αξηζκόο πνπ αλήθεη ηαπηόρξνλα θαη ζηνπο δύν 

παξαπάλσ γεσκεηξηθνύο ηόπνπο ζα έρνπκε : θ  = 1 

θ  4  3 i  = 4  θ  4  3 i  = 16  (θ  4  3 i) (   4 + 3 i) = 16   

 θ   4 θ + 3 i  4  +16  12 i  3 i  + 12 i + 9 = 16   

 1  4 θ   4  + 3 θ i + 9 = 0  10  4 (  + θ) + 3 η (θ  ) = 0   

 10  8 α  6 β = 0  8 α + 6 β = 10  4 α + 3 β = 5  α = 
5 3

4
.   

α
2
 + β

2
 = 1  (5 β  3)

2
 = 0  β = 

3

5
 , α = 

4

5
.  

 θαη άξα ν κηγαδηθόο θ είλαη κνλαδηθόο θαη είλαη ν θ = 
4 3

5 5
i .  

 

Β3). Έρνπκε : 

W  = 4 + 3 i   w  4  3 i  = 4  w   5   4  w   9  

z + w   z  + W   1 + 9 = 10.  

z  w  2 ξ1 + 2 ξ2 = 10   (ξ1, ξ2 αληίζηνηρα νη αθηίλεο ησλ δύν παξαπάλσ θύθισλ) 

 

Β4). Έρνπκε :  

2 z
2
   3 z  2 z z  = 5  z 2 z  3  2 z = 5  2 z  3  2 z  = 1  

(z = α + β i, α, β  R) 

4 β i  3  = 5  16 β
2
 + 9 = 25  β = 1, β =  1.  

α
2
 + β

2
 = 1  α = 0 

Άξα νη δεηνύκελνη κηγαδηθνί αξηζκνί είλαη : z1 = i , z2 i. 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Έζησ ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f : R  R. γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ :  

• 2 x f(x) + x
2

(f (x)  3) = f (x), γηα θάζε x  R.  

• f(1) = 
1

2
.  

Γ1). Να απνδείμεηε όηη : f(x) = 
3

2 1

x

x
, x  R θαη ζηε ζπλέρεηα όηη ε ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο  

        αύμνπζα ζην R.                                                                                                            Μνλάδεο 6 

Γ2). Να βξείηε ηηο αζύκπησηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ηνπ εξσηήκαηνο Γ1. 

                                                                                                                                              Μνλάδεο 4 

Γ3). Να ιύζεηε ζην ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ ηελ αλίζσζε :  

        f(5 (x
2
 + 1)

3
  8)  f(8 (x

2
 + 1)

2
).                                                                                 Μνλάδεο 7 

 

Γ4). Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ, μ  (0, 1) ηέηνην, ώζηε :    

        

3

2 3

0

3 1f t dt f .                                                                     Μνλάδεο 8 

ΛΥΣΗ 

Γ1). Έρνπκε δηαδνρηθά : 2 x/f(x) + x
2

f(x)  3 x
2
 = f(x)  2 x f(x) + x

2
f (x) + f (x) = 3 x

2 
  

 2 x f(x) + (x
2
 + 1) f (x) = 3 x

2 
 ((x

2
 + 1) f(x))  = (x

3
)   (x

2
 + 1) f(x) = x

3
 + c 

Γηα x = 1  2 f(1) = 1 + c  c = 0.  
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(x
2
 + 1) f(x) = x

3
  f(x) = 

3

2 1

x

x
. x  R.  

Η f είαη παξαγσγίζηκε ζην R κε f (x) = 
2

2
2

3

1

x

x
 > 0, x  R θαη έηζη ε  f είλαη γλεζίσο αύμνπζα 

ζην R. 

 

Γ2). Γηα ηηο αζύκπησηεο :  

Γελ ππάξρνπλ θαηαθόξπθεο αζύκπησηεο αθνύ 
0

lim
x x

f(x)  , γηα θάζε x0  R.  

Σην +  έρνπκε : y = ι x + β 

ι = lim
x

f(x) = 
3

3
lim
x

x

x x
 = 1.  

β = lim
x

(f(x)  x) = 
2

lim
1x

x

x
  = 0.  

Σην  έρνπκε :  

ι = lim
x

f(x) = 
3

3
lim
x

x

x x
 = 1.  

β = lim
x

lim
x

(f(x)  x) = 
2

lim
1x

x

x
  = 0.  

Άξα ε f έρεη αζύκπησηε ηελ y = x ζην +  θαη  .  

 

Γ3). Η αλίζσζε ,επεηδή ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην R, ζα γίλεη δηαδνρηθά :  

f(5 (x
2
 + 1)

3
  8)  f(8 (x

2
 + 1)

2
)  5 (x

2
 +1)

3
  8  8 (x

2
 +1)

2 
  5 (x

2
 + 1)

3
  8 ((x

2
 +1)

2
 + 1)  

 

3
2

2
2

1 8

51 1

x

x
  f(x

2 
+ 1)  f(2)  x

2
 + 1  2  x

2
  1   1  x  1.   

 

Γ4). Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε g(x) = x

3

0

x x

f t dt ,  x  [0, 1] θαη εθαξκόδνπκε ην ζεώξεκα ηνπ 

Rolle ζην [0, 1]. Έρνπκε :  

Η g είλαη παξαγσγίζηκε ζην [0, 1] κε g (x) = 

3

0

x x

f t dt  + x f(x
3
  x) (3 x

2
  1).  

g(0) = 0 , g(1) = 0 

Άξα ππάξρεη ,έλα ηνπιάρηζηνλ, μ  (0, 1): g (μ) = 0  

3

0

f t dt  = μ f(μ
3
  μ) (3 μ

2
  1) = 0.  

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γίλεηαη ζπλάξηεζε f : [0, + )  R δύν θνξέο παξαγσγίζηκε, κε ζπλερή δεύηεξε παξάγσγν ζην 

[0, + ), γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ :  

 f(x) = x + 

2

1 1

' 1x u f t
dt du

f t
,  γηα θάζε x > 0.  

 f(x) f (x)  0, γηα θάζε x > 0  θαη f(0) = 0 Θεσξνύκε επίζεο ηηο ζπλαξηήζεηο : 
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     g(x) = 
'f x

f x
, κε   x > 0 θαη  h(x) = (f (x))

3
, κε x  0.  

Γ1). Nα απνδείμεηε όηη : f(x) f (x) + 1 = (f (x))
2
, γηα θάζε x > 0.                                     Μνλάδεο 4 

Γ2). α). Να βξείηε ην πξόζεκν ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη f  ζην (0, + ).                            

        β). Να απνδείμεηε όηη f ′(0) = 1.                                                                                   Μνλάδεο 7 

Γ3). Γεδνκέλνπ όηη ε ζπλάξηεζε g είλαη θπξηή ζην (0, + ), λα απνδείμεηε όηη :  

        α). g(x)  2  x, γηα θάζε   x  (0, + ). 

        β). 
1

0

2 x f x dx  < 1.                                                                                           Μνλάδεο 6 

Γ4). Να βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  

        ζπλάξηεζεο h, ηνλ άμνλα x x  θαη ηηο επζείεο x = 0 θαη x = 1.                                     Μνλάδεο 8 

ΛΥΣΗ 

Γ1). Θέηνπκε : 

2

1

' 1u f t
dt

f t
 = g(u) θαη ε δνζείζα ζρέζε γίλεηαη : f(x) = x + 

1

x

g u du      (1) 

Η  ζπλάξηεζε 
1

x

g u du  είλαη παξαγσγίζηκε αθνύ θαη ε 

2

1

' 1u f t
dt

f t
 = h(u) είλαη 

παξαγσγίζηκε αθνύ ε  

2

' 1f t

f t
 είλαη ζπλερήο σο πξάμεηο ζπλερώλ. 

Παξαγσγίδνληαο ηελ (1) γηα x > 0 έρνπκε δηαδνρηθά :  

f (x) = 1 + h(x) 

f (x) = 1 + 

2

1

' 1u f t
dt

f t
 

f (x) = 

2

' 1f x

f x
  f (x) f(x) + 1 = (f (x)), x > 0.  

 

Γ2). α). Αθνύ f(x) f (x)  0, x > 0 θαη ε f(x) f (x) είλαη ζπλερήο (σο παξαγσγίζηκε) ζεκαίλεη όηη 

δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν γηα x > 0.  

f(1) = 1 > 0 

f (1) = 1 > 0 

f(1) f (1) = 1 > 0 

Άξα /f(x) f (x) > 0, γηα θάζε x > 0, δειαδή ε f(x), f (x) έρνπλ ην ίδην πξόζεκν θαη αθνύ 

f(1) = 1 > 0 , f (x) > 0 ζα είλαη αληίζηνηρα  f(x) > 0 , f (x) > 0, γηα x > 0.  

  

β). Η ζρέζε ηνπ εξσηήκαηνο Γ1 έρνπκε (αθνύ θαη ε f  είλαη ζπλερήο) :  

0
lim
x

(f(x))
2
 = (f (0))

2
  (f (0))

2
 = 

0
lim
x

(f(x) f (x) + 1) = f(0) f (0) + 1 = 1 θαη άξα 

(f (0))
2
 = 1  f (0) = 1  ή f (0) = 1 αθνύ όκσο f (x) > 0, x > 0 ζα είλαη f (0) = 1.  

 

Γ3). α). Θα βξνύκε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο g ζην ζεκείν 

Α(1, g(1)). Δίλαη g(1) = 
1

1

f

f
 = 1. Η ζπλάξηεζε g είλαη παξαγσγίζηκε ζην (0, + ), σο πειίθν 
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παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ κε g (x) = 

2

2

'' 'f x f x f x

f x
, x > 0 κε g (1) = 1 

(αθνύ f (1) = 0) θαη έηζη ε εθαπηνκέλε είλαη y  1 = g (1) (x  1). Δπεηδή ε g είλαη θπξηή ζην 

(0, + ) ζα έρνπκε : g(x)  x + 2,  x  (0, + ).  

β). Από ηελ πξνεγνύκελε ζρέζε ζα έρνπκε : g(x)  x + 2  
'f x

f x
  2  x  f (x)  (2  x) f(x), 

αθνύ f(x) > 0 θαη άξα ζα έρνπκε  
1 1

0 0

' 2f x dx x f x dx   

  f(1)  f(0) > 

1

0

2 x f x dx   

1

0

2 x f x dx  < 1 

 

Γ4). Τν δεηνύκελν εκβαδόλ ζα είλαη δηαδνρηθά θαη κε ηελ ρξήζε ηνπ εξσηήκαηνο Γ1. 

Δ(Ω) = 

1 1 1
3 3 2

0 0 0

' ' ' 'f x dx f x dx f x f x dx  =  

         = 

11
2 2

0
0

' ' ' 'f x f x f x f x dx  =    

         = 

11
2

0
0

' ' 2 ' ''f x f x f x f x f x dx  =  

         = 

1
2

0

1 1 ' 'f x f x dx  = 

1 1
3

0 0

1 ' 2 'f x dx f x dx  =  

         = 1 1 0 2f f . Άξα Δ(Ω) = 2 Δ(Ω)  1  Δ(Ω) = 1 η. κ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


