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΢ΤΝΟΠΣΣΙΚΗ ΘΔΩΡΙΑ  

 

1). Δίλαη i
2
 =  1. 

 

2). Κάζε ζηνηρείν z ηνπ C γξάθεηαη θαηά κνλαδηθό ηξόπν κε ηε κνξθή z = α + i β, όπνπ α, β  R. 

 

3). Αλ z = α + β i, α, β  R ηόηε ν α ιέγεηαη πξαγκαηηθό κέξνο ηνπ z θαη ζεκεηώλεηαη Re(z), ελώ ν  

      β ιέγεηαη θαληαζηηθό κέξνο ηνπ z θαη ζεκεηώλεηαη Im(z). 

 

4). ΢ην C θάζε πξαγκαηηθόο αξηζκόο α εθθξάδεηαη σο α + 0 i, ελώ θάζε θαληαζηηθόο αξηζκόο β i  

     εθθξάδεηαη σο 0 + i β. 

 

5). Ηζρύεη πάληα ε ηζνδπλακία : α + i β = γ + i δ  { α = γ θαη β = δ } 

 

6). Ηζρύεη πάληα ε ηζνδπλακία : α + i β = 0  { α = 0 θαη β = 0 }. 

 

7). ΢ην εξώηεκα αλ δηαηάζζνληαη νη κηγαδηθνί αξηζκνί ε απάληεζε είλαη όρη! δειαδή ζην C ε  

     δηάηαμε θαη νη ηδηόηεηέο ηεο δελ κεηαθέξνληαη. 

 

8). Κάζε κηγαδηθό α + i β ηνλ αληηζηνηρίδνπκε ζην ζεκείν Μ(α, β) ελόο θαξηεζηαλνύ επηπέδνπ θαη  

     αληίζηξνθα. Σν ζεκείν Μ ιέγεηαη εηθόλα ηνπ κηγαδηθνύ α + i β. Σν ζεκείν Μ(α, β) ην  

     ζπκβνιίδνπκε θαη κε Μ(z). 

 

9). Έλα θαξηεζηαλό επίπεδν ηνπ νπνίνπ ηα ζεκεία είλαη εηθόλεο κηγαδηθώλ αξηζκώλ ιέγεηαη  

     κηγαδηθό επίπεδν. Ο άμνλαο x x ιέγεηαη πξαγκαηηθόο άμνλαο θαη ζε απηόλ αλήθνπλ ηα ζεκεία  

     Μ(α, 0) πνπ είλαη εηθόλεο ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ α = α + 0 i, ελώ ν άμνλαο y y ιέγεηαη  

    θαληαζηηθόο άμνλαο θαη ζε απηόλ αλήθνπλ ζεκεία Μ(0, β) πνπ είλαη εηθόλεο ησλ θαληαζηηθώλ 

    β i = 0 + β i. 

 

10).Έλαο κηγαδηθόο z = α + β i, παξηζηάλεηαη επίζεο θαη κε ηε  

      δηαλπζκαηηθή αθηίλα 


, ηνπ ζεκείνπ Μ(α, β). 

 

 
11). Ζ πξόζζεζε θαη ε αθαίξεζε ζηνπο κηγάδεο : 

       (α + β i) + (γ + δ i) = (α + γ) + (β + δ) i.  

       (α + β i)  (γ + δ i) = (α  γ) + (β  δ) i. 

 

12). Αλ Μ1(α, β) θαη Μ2(γ, δ) είλαη νη εηθόλεο ησλ α + β i θαη γ + δ i  

       αληηζηνίρσο ζην κηγαδηθό επίπεδν, ηόηε :  

        ην άζξνηζκα (α + β i) + (γ + δ i) = (α + γ) + (β + δ) i 

       παξηζηάλεηαη  κε  ην  ζεκείν   Μ(α + γ, β + δ). Δπνκέλσο,  

       
1 2

  
, δειαδή "Ζ δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηνπ αζξνίζκαηνο  

       ησλ κηγαδηθώλ  α + β i θαη γ + δ i είλαη ην άζξνηζκα ησλ  

       δηαλπζκαηηθώλ αθηίλσλ ηνπο".   

 ε δηαθνξά (α + β i)  (γ + δ i) = (α  γ) + (β  δ) i παξηζηάλεηαη 

       κε ην ζεκείν Ν(α  γ, β  δ). Δπνκέλσο, 
1 2

  
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       δειαδή: "Ζ δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηεο δηαθνξάο ησλ κηγαδηθώλ α + β i  

       θαη γ + δ i είλαη ε δηαθνξά ησλ δηαλπζκαηηθώλ αθηίλσλ ηνπο". 

 

13). Ο πνιιαπιαζηαζκόο ζηνπο κηγάδεο : (α + β i) ( γ + δ i) = α (γ + δ i) + β i ( γ + δ i) =  

        = α γ + α δ ί + β γ i + (β i) (δ i) = α γ + α δ i + β γ i + β δ i
2
 = α γ + α δ i + β γ i  β δ =  

        = (α γ  β δ) + (α δ + β γ) i. 

 

14). Ζ δηαίξεζε ζηνπο κηγάδεο :  

       Αλ γ + δ i  0, πνιιαπιαζηάδνπκε ηνπο όξνπο ηνπ θιάζκαηνο κε ην ζπδπγή ην παξνλνκαζηή  

       θαη έρνπκε :  
2 2 2 2

i
i

i
.  

 

15). Οη δπλάκεηο ελόο κηγαδηθνύ αξηζκνύ z κε εθζέηε αθέξαην νξίδνληαη όπσο θαη ζηνπ   

       Πξαγκαηηθνύο : z
1
 = z, z

2
 = z z, . . . , θαη γεληθά z

λ 
= z

λ 1
z, γηα θάζε ζεηηθό αθέξαην λ, κε λ > 1. 

       Δπίζεο, αλ z  0, νξίδνπκε z
0
 = 1,     z

λ
 = 

1

z
,  γηα θάζε ζεηηθό αθέξαην λ. 

       Γηα ηηο δπλάκεηο ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ ηζρύνπλ νη ίδηεο ηδηόηεηεο πνπ ηζρύνπλ θα γηα ηηο  

      δπλάκεηο ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 

 

16). Γπλάκεηο ηνπ i :  i
0

 = 1 i
1

 = 1 i
2
 =  1     i

3
 =  i     i

4
 = 1  

θαη γεληθά, i
λ
 = i

4 ξ+π
 = i

4 ξ
i
π
 = (i

4
)

ξ
i
π
 = 1

ξ
i
π
 = i

π
 = 

1, 0

, 1

1, 2

, 3

i

i

.  

 

17). Ο αξηζκόο α  β i ιέγεηαη   ζπδπγήο ηνπ α + β i  θαη ζπκβνιίδεηαη κε  

        α + β i. Γειαδή, α + β i = α  β i. Δπεηδή είλαη θαη α  β i = α + β i, νη  

        α + β i, α  β i ιέγνληαη ζπδπγείο κηγαδηθνί.  

       ΢ην κηγαδηθό επίπεδν νη εηθόλεο Μ(α, β) θαη Μ (α, β) δύν ζπδπγώλ  

       κηγαδηθώλ z = α + β i θαη z = α  β i είλαη ζεκεία ζπκκεηξηθά σο πξνο  

       ηνλ πξαγκαηηθό άμνλα. 
 

 

18). Ηζρύνπλ νη ζρέζεηο z + z  = 2 α = 2 Re(z) θαη z  z  = 2 β i = 2 Im(z) i. 

 

19). Αλ z1 = α + β i θαη z2 = γ + δ i είλαη δπν κηγαδηθνί αξηζκνί, ηόηε :  

       
1 2 1 2z z z z                     

1 2 1 2z z z z                    
1 2 1 2z z z z  

       1 1

2 2

z z

z z
                              z z

 

 

20). Δπίιπζε ηεο Δμίζσζεο α z
2
 + β z + γ = 0 κε α, β, γ  R θαη α  0. 

       Γ > 0, ε εμίζσζε έρεη δύν πξαγκαηηθέο ιύζεηο : z1,2 = 
2

.   

       Γ = 0, ε εμίζσζε έρεη κηα δηπιή πξαγκαηηθή ιύζε : z = 
2

.
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       Γ < 0,  ε εμίζσζε έρεη 2 ιύζεηο πνπ είλαη νη ζπδπγείο κηγαδηθνί αξηζκνί z1,2 = 
2

i
.
 

       Γηα ηηο δπν ξίδεο ηζρύνπλ νη ηύπνη ηνπ είλαη : z1 + z2 =   θαη   z1 z2 = . 

 

21). Έζησ Μ(x, y) ε εηθόλα ηνπ  κηγαδηθνύ z = x + i y ζην κηγαδηθό  

       επίπεδν, νξίδνπκε σο κέηξν ηνπ z ηελ απόζηαζε ηνπ Μ από ηελ  

       αξρή Ο, δειαδή z  = 


 = 
2 2x y . 

      Όηαλ ν κηγαδηθόο z  είλαη ηεο κνξθήο z = x + 0 ί = x  R, ηόηε  

      z  = 2 20x  = x , πνπ είλαη ε γλσζηή καο απόιπηε ηηκή  

       ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ x. 

 
 

 

22). Ηδηόηεηεο ηνπ κέηξνπ : z  = z  = z  = z ,  z
2
 = z z ,    z1 z2  = z1 z2  

       11

2 2

zz

z z
  ,  z

λ
 = z

λ
. (Ζ ηξηγσληθή αληζόηεηα)   1 2 1 2 1 2z z z z z z . 

 

23). Σν κέηξν ηεο δηαθνξάο δύν κηγαδηθώλ είλαη ίζν κε ηελ  

        απόζηαζε ησλ εηθόλσλ ηνπο, δειαδή  ηζρύεη όηη :  

        (Μ1Μ2) = z1  z2 .  

 

 
24). Ζ εμίζσζε z  z0  = ξ, ξ > 0 παξηζηάλεη θύθιν κε θέληξν ην  

       ζεκείν Κ(z0) θαη αθηίλα ξ.  Γηα παξάδεηγκα, ε εμίζσζε  

       z  (2 + i)  = 3 επαιεζεύεηαη κόλν από ηνπο κηγαδηθνύο z πνπ  

       έρνπλ ηελ ηδηόηεηα νη εηθόλεο ηνπο λα απέρνπλ από ηελ εηθόλα  

       ηνπ κηγαδηθνύ 2 + i, δειαδή από ην ζεκείν Κ(2, 1), απόζηαζε 3  

       κνλάδεο. Δπνκέλσο, ε εμίζσζε απηή είλαη εμίζσζε θύθινπ κε  

       θέληξν ην ζεκείν Κ(2,1) θαη αθηίλα ξ = 3. 

  

25). Ζ εμίζσζε z  z1  = z  z2  παξηζηάλεη ηε κεζνθάζεην ηνπ 

       ηκήκαηνο κε άθξα ηηο εηθόλεο ησλ z1, z2. Γηα   παξάδεηγκα,  ε    

       εμίζσζε  z  (1 + 2 i)  = z  ( 1 + 3 i)  επαιεζεύεηαη κόλν  

       από ηνπο κηγαδηθνύο z πνπ έρνπλ ηελ ηδηόηεηα νη εηθόλεο ηνπο  

       λα ηζαπέρνπλ από ηηο εηθόλεο ησλ κηγαδηθώλ 1 + 2 i θαη 1 +3 i,  

       δειαδή από ηα ζεκεία Α(1, 2) θαη Β( 1, 3). Δπνκέλσο,  ε  

       εμίζσζε απηή είλαη εμίζσζε ηεο   " κεζνθαζέηνπ ηνπ  

       επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΚΛ. 
 

 

26). Αλ z = z   z  R, επίζεο αλ z
2
 = z

2
  z  R.  

 

27). Αλ z  = z  z  C, επίζεο αλ z
2
 = z

2
  z  C.  
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28). Αλ z  = 1  z
2
  = 1  z z  = 1  

1
z

z
,  

θαη γεληθά : αλ z  = θ, θ > 0  z
2
 = θ

2
   z z  = θ

2
    

2k
z

z
. 

 

ΟΙ ΑΠΟΓΔΙΞΔΙ΢ ΣΩΝ ΘΔΩΡΗΜΑΣΩΝ 

 

ΘΔΩΡΖΜΑ 1 

Ζ δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ κηγαδηθώλ α + β i θαη 

γ + δ i είλαη ην άζξνηζκα ησλ δηαλπζκαηηθώλ αθηίλσλ ηνπο. 

Απόδεημε 

Αλ Μ1(α, β) θαη Μ2(γ, δ) είλαη νη εηθόλεο ησλ α + β i θαη γ + δ i 

αληηζηνίρσο ζην κηγαδηθό επίπεδν, ηόηε ην άζξνηζκα  

(α + β i) + (γ + δ i) = (α + γ) + (β + δ) i παξηζηάλεηαη κε ην ζεκείν 

Μ (α + γ, β + δ ). Δπνκέλσο, 
1 2

  
. 

 
 

ΘΔΩΡΖΜΑ 2 

Ζ δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηεο δηαθνξάο ησλ κηγαδηθώλ   α + β i θαη  

γ + δ i είλαη ε δηαθνξά ησλ δηαλπζκαηηθώλ αθηίλσλ ηνπο. 

Απόδεημε 

Ζ δηαθνξά (α + β i)  (γ + δ i) = (α  γ) + (β  δ) i παξηζηάλεηαη κε 

ην ζεκείν Ν (α  γ, β  δ). Δπνκέλσο, 
1 2

  
. 

 

 
 

ΘΔΩΡΖΜΑ 3 (νη δπλάκεηο ηνπ i) 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ζπγθεθξηκέλε δύλακε ηνπ ί, γξάθνπκε ηνλ εθζέηε λ ζηε κνξθή λ = 4 ξ + π, 

όπνπ ξ ην πειίθν θαη π ην ππόινηπν ηεο επθιείδεηαο δηαίξεζεο ηνπ λ κε ην 4, νπόηε έρνπκε :   

i
λ
 = i

4 ξ+π
 = i

4 ξ
i
π
 = (i

4
)

ξ
i
π
 = 1

ξ
i
π
 = i

π
 = 

1, 0

, 1

1, 2

, 3

i

i

. 

 

 

ΘΔΩΡΖΜΑ 4 (΢πδπγήο αζξνίζκαηνο) 

1 2 1 2z z z z   

Απόδεημε 

1 2z z i i i i  = 

1 2i i i i i i z z .  

 

ΘΔΩΡΖΜΑ 5  

Δπίιπζε ηεο Δμίζσζεο α z
2 
+ β z + γ = 0 κε α, β, γ  R θαη α  0.  

Απόδεημε 

Μεηαζρεκαηίδνπκε, κε ηε κέζνδν ζπκπιήξσζεο ηεηξαγώλσλ, ζηε κνξθή :  

2

22 4
z , 

 

όπνπ Γ = β
2
  4 α γ ε δηαθξίλνπζα ηεο εμίζσζεο. Έηζη, έρνπκε ηηο εμήο πεξηπηώζεηο : 
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Γ > 0. Σόηε ε εμίζσζε έρεη δπν πξαγκαηηθέο ιύζεηο : z1,2 = 
2

.   

Γ =  0. Σόηε έρεη κηα δηπιή πξαγκαηηθή ιύζε : z = 
2

.
 

Γ < 0. Σόηε, επεηδή 

22
2

2 2 2

1

4 4 4 2

i i
, ε εμίζσζε γξάθεηαη : 

22

2 2

i
z .  

Άξα νη ιύζεηο ηεο είλαη : z1,2 = 
2

i
, νη νπνίεο είλαη ζπδπγείο κηγαδηθνί αξηζκνί. 

 

ΠΑΡΑΣΖΡΖ΢Ζ 

Ηζρύνπλ θαη εδώ ηζρύνπλ νη ζρέζεηο (ηύπνη ηνπ Vieta) : z1 + z2 =   θαη  z1 z2 = . 

 

ΘΔΩΡΖΜΑ 6 

Αλ z1, z2 είλαη κηγαδηθνί αξηζκνί, ηόηε  z1 z2  = z1 z2 .  

Απόδεημε 
2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2z z z z z z z z z z z z z z z z    

 
1 2 1 2 1 1 2 2z z z z z z z z , θαη, επεηδή ε ηειεπηαία ηζόηεηα ηζρύεη, ζα ηζρύεη θαη ε ηζνδύλακε 

αξρηθή. 

 

 

ΘΔΩΡΖΜΑ 7 

Σν κέηξν ηεο δηαθνξάο δπν κηγαδηθώλ είλαη ίζν κε ηελ απόζηαζε 

ησλ εηθόλσλ ηνπο. 

Απόδεημε 

Σν κέηξν ηνπ δηαλύζκαηνο 


 = z1  z2  είλαη ίζν κε ην κέηξν 

ηνπ δηαλύζκαηνο  
2 1


.  

2 1 1 2z z
 

,  δειαδή : (Μ1Μ2) = z1  z2 . 
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ΔΡΩΣΗ΢ΔΙ΢ ΠΟΛΛΑΠΛΗ΢ ΔΠΙΛΟΓΗ΢ 

 

1). H ηζόηεηα x + (y  1) i = 3 + 4 i ηζρύεη αλ θαη κόλν αλ  

     [Α]. x = 3 ή  y = 5    [Β]. x = 3 θαη y = 4 

     [Γ]. x = 3 ή y = 4    [Γ]. x = 3 θαη y = 5    [Δ]. x + y = 7 

 

2). Αλ i
2
 =  1 θαη [(i

2
)

3
] = 1, ηόηε ε κηθξόηεξε ηηκή ηνπ ζεηηθνύ αθεξαίνπ θ είλαη  

     [Α]. 1 [Β]. 3          [Γ]. 6           [Γ]. 2            [Δ]. 5 

 

3). Ζ εηθόλα θάζε θαληαζηηθνύ αξηζκνύ ζην κηγαδηθό επίπεδν βξίζθεηαη πάλσ ζηελ επζεία κε  

     εμίζσζε 

     [Α]. y = x    [Β]. y =  x            [Γ]. y = 0         [Γ]. x = 0  

     [Δ]. ζε θακία από ηηο πξνεγνύκελεο. 

 

4). Οη εηθόλεο ησλ κηγαδηθώλ 2 + 3 i θαη 3 + 2 i ζην κηγαδηθό επίπεδν έρνπλ άμνλα ζπκκεηξίαο ηελ  

      επζεία 

      [Α]. x = 2       [Β]. y = 3      [Γ]. y = x         [Γ]. y =  x       [Δ]. x = 0 

 

5). Αλ ε δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ z ζην κηγαδηθό επίπεδν έρεη θνξέα ηε  

     δηρνηόκν ηεο 2
εο

 θαη 4
εο

 γσλίαο ησλ αμόλσλ ηνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ, ηόηε ν z κπνξεί λα είλαη ν 

      [Α]. 2 + i    [Β].  2 + 2 i       [Γ]. 2 + 2 i        [Γ].  2  2 i         [Δ].  2  i 

 

6). Αλ ε εηθόλα ηνπ κηγαδηθνύ z ζην κηγαδηθό επίπεδν είλαη ζεκείν ηεο επζείαο 2 x + 3 y  1 = 0,  

     ηόηε ν z δελ κπνξεί λα είλαη ν  

     [Α]. 1/2 [Β]. 1  1/3      [Γ]. 5  3 i        [Γ]. 1/3 [Δ]. 1 + 2 i 

 

7). Αλ ε εηθόλα ηνπ κηγαδηθνύ w = (x + 1) + (y  1) i, x, y  R, ζην κηγαδηθό επίπεδν είλαη ε αξρή 

     ησλ αμόλσλ, ηόηε ν z = x + i y ηζνύηαη κε : 

     [Α]. 1  i          [Β]. 1 + i         [Γ].  1  i        [Γ]. 1 + i       [Δ]. 2 + 2 i 

 

8). Αλ λ  Ν, από ηηο παξαθάησ ηζόηεηεο δελ είλαη ζσζηή ε 

      [A]. i
4 λ

 = 1       [Β]. I
4 λ+1

 =  i          [Γ]. i
4 λ+2

 =  1           [Γ]. i
λ+4

 = i      [Δ]. I
4 λ+3

 = i 

 

9). Αλ z = α + β i κε α β  0 θαη z ν ζπδπγήο ηνπ πνηα από ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο δελ είλαη 

     ζσζηή; 

     [Α]. z + z  πξαγκαηηθόο αξηζκόο       [Β]. z  z  θαληαζηηθόο αξηζκόο 

     [Γ]. z  z  θαληαζηηθόο αξηζκόο          [Γ].  z z  πξαγκαηηθόο αξηζκόο 

     [Δ]. z z    πξαγκαηηθόο αξηζκόο 

 

10). ΢ην κηγαδηθό επίπεδν, νη εηθόλεο δύν ζπδπγώλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ είλαη ζεκεία ζπκκεηξηθά 

       [Α]. σο πξνο ηνλ άμνλα y y       [Β]. σο πξνο ηνλ άμνλα x x.  

       [Γ]. σο πξνο ηελ επζεία y = x       [Γ]. σο πξνο ηελ επζεία y = x 

       [Δ]. σο πξνο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ 

 

11). H εμίζσζε z
2
  6 z + ι = 0, ι  R, κπνξεί λα έρεη ξίδα ηνλ αξηζκό.  

       [Α]. i [Β]. 1  i [Γ]. 1 + i [Γ]. 2  i [Δ]. 3 + i 

 



7 

 

12). Ζ εμίζσζε x
2
 + α x + 5 = 0, α  R. κπνξεί λα έρεη ξίδα ηνλ  

       [Α].  3 + i       [Β]. 2  i          [Γ]. 1  i           [Γ]. 3  i    [Δ].  3  i 

 

13). Αλ ε εμίζσζε z
2
  θ z + ι = 0, θ, ι  Ε έρεη ξίδα ηνλ 2 + i, ηόηε ηζρύεη  

       [Α]. θ = 6 θαη ι = 5 [Β]. θ = 4 θαη ι = 1    [Γ]. θ = 3 θαη ι = 4  

       [Γ]. θ = 4 θαη ι = 5 [Δ]. θ = 5 θαη ι = 4 

 

14). Αλ z = x + i y πνηα από ηηο παξαθάησ ηζόηεηεο δελ είλαη πάληα ζσζηή;  

        [Α]. z  = z               [Β]. z  = z  [Γ]. z
2
 =  z

2
 

        [Γ]. z
2
 = x

2
 + ( y

2
)   [Δ]. z

2
 = z 2 

 

15). Αλ z1  = 3 θαη z2 = 4 + 3 i, ηόηε ε κεγαιύηεξε ηηκή ηνπ z1 + z2  είλαη  

        [Α]. 5          [Β]. 8            [Γ]. 9            [Γ]. 12                  [Δ]. 14 

 

16). Αλ 
1z  = 2 θαη z2  = 5 ηόηε ε ειάρηζηε ηηκή ηνπ z1  z2  είλαη  

        [Α]. 2         [Β]. 3  [Γ] . 5             [Γ]. 7              [Δ]. 10 

 

17). Αλ z = 3 + y i  θαη z  = 5, ηόηε κηα ηηκή ηνπ γ είλαη ε 

       [Α]. 5        [Β]. 5           [Γ].  4      [Γ]. 3            [Δ]. 3 

 

18). Αλ νη εηθόλεο δύν κε κεδεληθώλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z1 θαη z2 ζην κηγαδηθό επίπεδν είλαη ζην 

        ίδην ηεηαξηεκόξην, πνηα από ηηο παξαθάησ ζρέζεηο κπνξεί λα ηζρύεη : 

       [Α]. z1 =  z2     [Β]. z1 = z2                [Γ]. z1 =  z2 

       [Γ]. Im(z1) + Im(z2) = 0        [Δ]. θαλέλα από ηα παξαπάλσ 

 

19). Αλ ην ζεκείν Ρ (x, y) είλαη εηθόλα ηνπ κηγαδηθνύ z = x + y i ζην κηγαδηθό επίπεδν γηα ηνλ 

        νπνίν ηζρύεη  z   3  = 5, ην Ρ βξίζθεηαη πάλσ ζε  

        [Α]. επζεία [Β]. έιιεηςε [Γ]. θύθιν        [Γ]. παξαβνιή [Δ]. ππεξβνιή 

 

20). Ζ εμίζσζε  z  (1 + 2 i)  = 4 παξηζηάλεη ζην κηγαδηθό επίπεδν θύθιν κε 

       [Α]. θέληξν (  1, 2) θαη αθηίλα 4                 [Β]. θέληξν (1, 2) θαη αθηίλα 2 

       [Γ]. θέληξν (1,  2) θαη αθηίλα 4                 [Γ]. θέληξν (1, 2) θαη αθηίλα 2 

       [Δ]. θέληξν (1, 2) θαη αθηίλα 4 

 

21). Θεσξνύκε ζην κηγαδηθό επίπεδν ηνλ θύθιν κε θέληξν ην Ο (αξρή ησλ αμόλσλ) θαη αθηίλα 10.        

       Από ηνπο παξαθάησ αξηζκνύο έρεη εηθόλα πάλσ ζηνλ θύθιν ν κηγαδηθόο αξηζκόο 

       [Α]. z = 2  + 3 i            [Β]. z = 3 7i       [Γ]. z = 2  i 8  

       [Γ]. z = 8 + 6 i            [Δ]. z = 2 8i .  

 

22). Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ z ζην κηγαδηθό επίπεδν γηα ηνλ 

       νπνίν ηζρύεη z  2  = z  i  είλαη : 

       [Α]. ν άμνλαο y y          [Β]. ε επζεία y = x              [Γ]. O άμνλαο x x.  

       [Γ]. ε κεζνθάζεηνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο κε άθξα ηα ζεκεία (2, 0) θαη (0, 1)  

       [Δ]. ε κεζνθάζεηνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο κε άθξα ηα ζεκεία (0, 2) θαη (1, 0) 

 

23). ΢ην κηγαδηθό επίπεδν ν θύθινο κε θέληξν ην ζεκείν Κ (2, 1) θαη αθηίλα 3 είλαη ν γεσκεηξηθόο  

       ηόπνο ησλ εηθόλσλ ηνπ κηγαδηθνύ δ γηα ηνλ νπνίν ηζρύεη 

       [Α]. z  (2  i)  = 3           [Β]. z  (1 + 2 i)  = 3 
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       [Γ]. z  (2 + i)  = 9           [Γ]. z  (2 + i)  = 3                 [Δ]. z + (2 + i)  = 3 

 

24). Οη κηγαδηθνί αξηζκνί z πνπ νη εηθόλεο ηνπο ζην κηγαδηθό  

       επίπεδν βξίζθνληαη ζην  γξακκνζθηαζκέλν ηκήκα ηνπ  

       ζρήκαηνο είλαη απηνί γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη 

       [Α]. z + 1  < 1 θαη z + i  < 1 

       [Β]. z  1  < 1 θαη z + i  < 1 

       [Γ]. z  1  > 1 θαη  z  i  > 1 

       [Γ]. z  1  < 1 θαη  z  i  < 1 

       [Δ]. z + 1  < 1 θαη  z  i  < 1 
 

 

 

 

25). Οη κηγαδηθνί αξηζκνί δ πνπ νη εηθόλεο ηνπο ζην κηγαδηθό 

       επίπεδν βξίζθνληαη ζην γξακκνζθηαζκέλν ηκήκα ηνπ 

       ζρήκαηνο είλαη απηνί γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη 

       [Α]. z  2  < 2 θαη z  3  < 1 

       [Β]. z  2  < 2 θαη z  3  > 1  

       [Γ]. z + 2  < 2 θαη  z  3  > 1  

       [Γ]. z  + 2  < 2 θαη z + 3  > 1  

       [Δ]. z  2  > 2 θαη   z  3  < 1 
 

 

26). Αλ ε εμίζσζε z  2  = z  θ i  επαιεζεύεηαη από ηνπο κηγαδηθνύο αξηζκνύο πνπ ε εηθόλα 

       ηνπο ζην κηγαδηθό επίπεδν βξίζθεηαη ζηελ επζεία y = x, ν πξαγκαηηθόο αξηζκόο θ ηζνύηαη κε 

       [Α]. 1 [Β].  1 [Γ]. 2          [Γ].  2             [Δ]. 4 

 

27). Αλ νη εηθόλεο ησλ κηγαδηθώλ z1, z2, z3 ζην κηγαδηθό επίπεδν δελ βξίζθνληαη ζηελ ίδηα επζεία, 

       ηόηε ην πιήζνο ησλ ιύζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο z  z1 = z  z2  = z   z3  κε άγλσζην ηνλ z 

       είλαη 

       [Α]. 2 [Β]. 3           [Γ]. 1       [Γ]. 4      [Δ]. 0 

 

 

ΔΡΩΣΗ΢ΔΙ΢ ΢Ω΢ΣΟ - ΛΑΘΟ΢ 

 

1). Αλ z = α + β i, α, β  R θαη z = 0, ηόηε α = 0 θαη β = 0.                                                 ΢       Λ 

 

2). Αλ z = α + β i θαη α β  0, ηόηε 
1 1 1

i
z

.                                                          ΢       Λ 

 

3). Αλ z = θ + ι i, θ, ι  R, ηόηε  Re(z) = θ.                                                                         ΢       Λ 

 

4). Αλ z = x + (y  1) i θαη Re(z) = 0, ηόηε  y = 1.                                                             ΢       Λ  

 

5). Αλ z1, z2  C κε Re(z1 + z2) = 0, ηόηε  Re(z1) + Re(z2) = 0.                                             ΢      Λ 

 

6). Οη εηθόλεο ησλ θαληαζηηθώλ αξηζκώλ ζην κηγαδηθό επίπεδν βξίζθνληαη πάλσ            ΢       Λ 

     ζηνλ άμνλα y y. 
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7). Αλ i
2
 = 1 ηόηε i

2003
  = i.                                                                                                 ΢      Λ 

 

8). Οη εηθόλεο ησλ αληίζεησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ ζην κηγαδηθό επίπεδν είλαη ζεκεία 

      ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνλ άμνλα x x.                                                                                 ΢      Λ 

 

9). Γηα θάζε κηγαδηθό αξηζκό z  0 νξίδεηαη z
0
  =  1.                                                             ΢      Λ 

 

10).Αλ Μ1, Μ2 είλαη νη εηθόλεο ησλ κηγαδηθώλ z1 θαη z2 αληηζηνίρσο ζην κηγαδηθό επίπεδν θαη ν   

       άμνλαο x x είλαη ε κεζνθάζεηνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο Μ1Μ2, ηόηε είλαη z1 = z 2.   ΢     Λ   

 

11). Αλ z1 = α + β i , z2  C, θαη z1 + z2 = 2 α, ηόηε z2 = z 1.                                                      ΢     Λ 

 

12). Αλ  Re(z) = 2 ηόηε νη εηθόλεο ησλ κηγαδηθώλ z βξίζθνληαη πάλσ ζηελ επζεία x = 2.         ΢     Λ  

 

13). Αλ Im(z + i) = 8 ηόηε νη εηθόλεο ησλ κηγαδηθώλ z βξίζθνληαη ζηελ επζεία y = 8.           ΢     Λ 

 

14). Ζ εμίζσζε x
2
  2 x + ι = 0, ι  R, κπνξεί λα έρεη ξίδεο ηνπο κηγαδηθνύο 1 + i θαη  1  i. 

 

15). Αλ ε εμίζσζε α x
2
 + β x + γ = 0, α  0, α, β, γ  R έρεη ξίδα ηνλ 2 + i ζα έρεη θαη ηνλ 

5

2 i
 

 

16). Ζ εμίζσζε α x
2
 + β x + γ = 0, α, β, γ  R* έρεη πάληνηε ιύζε ζην C.                              ΢     Λ 

 

17). Αλ Re(z1 z2) = 0 ηόηε ηζρύεη πάληα Re(z1) Re(z2) = 0.                                                   ΢      Λ 

 

18). Γηα θάζε κηγαδηθό αξηζκό z ηζρύεη z  = z .                                                              ΢     Λ 

 

19). Γηα θάζε z1, z2  C ηζρύεη z1 + z2  = z1  + z2 .                                                  ΢       Λ 

 

20). Ζ εμίζσζε z  z1  = z  z2 , z  C, παξηζηάλεη ζην κηγαδηθό επίπεδν ηε κεζνθάζεην ηνπ  

       επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο πνπ έρεη άθξα ηα ζεκεία Α(z1) θαη Β(z2).
 

 

21). Ζ εμίζσζε z  z1 = z  z2  κε άγλσζην ην z  C,z1, z2  C έρεη κνλαδηθή ιύζε.  

 

22). Ζ εμίζσζε z  z0  = ξ, ξ > 0 παξηζηάλεη ζην κηγαδηθό επίπεδν θύθιν κε θέληξν Κ(z0) θαη  

       αθηίλα ξ. 
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ΒΑ΢ΙΚΔ΢ Α΢ΚΗ΢ΔΙ΢ ΑΠΟ ΣΟ ΢ΥΟΛΙΚΟ 

 

1).. Να πεξηγξάςεηε γεσκεηξηθά ην ζύλνιν ησλ εηθόλσλ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z πνπ ηθαλνπνηνύλ  

      ηηο παξαθάησ ζρέζεηο :  

      α). z  z  = 6 i          β). z
2
 = z 2

             γ). z 2
  =  z

2   
             δ). z  = 2  z.  

ΛΤ΢Ζ 

Μάζε ηνπο απινύο γεσκεηξηθνύο ηόπνπο θάλνληαο κηα επαλάιεςε ζηηο εμηζώζεηο : 

επζείαο, θύθινπ, έιιεηςεο, παξαβνιήο, ππεξβνιήο γηαηί ζα ζνπ ρξεηαζζνύλ ζηε ζπλέρεηα ! 

 

α). Αλ z = x + i y, ηόηε x = 0. Άξα, νη εηθόλεο ηνπ z είλαη ηα ζεκεία ηεο επζείαο κε εμίζσζε x = 0, 

δειαδή ηα ζεκεία Μ(0, y), νπόηε ην ζύλνιν ησλ εηθόλσλ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z κε πξαγκαηηθό 

κέξνο ίζν κε ην κεδέλ είλαη ηα ζεκεία ηνπ άμνλα y y. 

 

β). Αλ z = x + i y, ηόηε y = 0. Άξα, νη εηθόλεο ηνπ z είλαη ηα ζεκεία ηεο επζείαο κε εμίζσζε y = 0, 

δειαδή ηα ζεκεία Μ(x, 0), νπόηε ην ζύλνιν ησλ εηθόλσλ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z κε θαληαζηηθό 

κέξνο ίζν κε ην κεδέλ είλαη ηα ζεκεία ηνπ άμνλα x x. Δίλαη z = x + 0 i. Άξα, νη εηθόλεο ηνπ είλαη ηα 

ζεκεία Μ(x, 0), δειαδή ηα ζεκεία ηνπ άμνλα x x. 

 

γ). Αλ z = x + i y, ηόηε x = y. Άξα, νη εηθόλεο ηνπ z είλαη ηα ζεκεία ηεο επζείαο κε εμίζσζε y = x, 

δειαδή ηα ζεκεία Μ(x, x), νπόηε ην ζύλνιν ησλ εηθόλσλ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ z κε πξαγκαηηθό 

κέξνο ίζν κε ην θαληαζηηθό είλαη ηα ζεκεία ηεο επζείαο πνπ είλαη δηρνηόκνο ηεο 1
εο

 θαη 3
εο

 γσλίαο 

ησλ αμόλσλ. 

 

2). Να ιύζεηε ζην ζύλνιν ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ ηηο εμηζώζεηο: 

     α). x
2
  3 x + 2 = 0      β). x

2
  2 x + 3 = 0      γ).   x + 

1

x
 = 1. 

ΛΤ΢Ζ 

Να μέξνπκε όηη ηηο δεπηεξνβάζκηεο εμηζώζεηο κε πξαγκαηηθνύο ζπληειεζηέο ηηο ιύλνπκε θαηά 

ηνλ γλσζηό ηξόπν. Αλ απηή έρεη ξίδεο κηγαδηθέο ηόηε νη ξίδεο είλαη ζπδπγείο κηγαδηθνί. 

α). x
2
  3 x + 2 = 0  x = 

3 9 8 3 1
2 1

2 2
x x  

β). Έρνπκε Γ = 4 12 = 8, νπόηε :  

     x
2
  2 x + 3 = 0  x = 

2 8 2 2 2
1 2 1 2

2 2

i
x i x i  

γ). Δίλαη x  0 θαη έρνπκε Γ = 1  4 = 3 : 

      x + 
1

x
 = 1  x

2
 +1 = x  x

2
  x +1 = 0  x = 

1 3

2
. 

 

 

3). Αλ κηα ξίδα ηεο εμίζσζεο 2 x
2
 + β x + γ = 0, όπνπ β, γ  R, είλαη 3 + 2 i, λα βξείηε ηηο ηηκέο ησλ  

     β θαη γ. 

ΛΤ΢Ζ 

Να μέξνπκε όηη γηα ηηο ξίδεο ξ1, ξ2 κηαο δεπηεξνβάζκηεο εμίζσζεο α x
2
 + β x + γ = 0 κε α  0, 
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     ηζρύνπλ νη ηύπνη ηνπ Vieta : ξ1 + ξ2 =     θαη  ξ1 ξ2 = . 

Αθνύ νη ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο 2 x
2
 + β x + γ = 0 είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί θαη κία ξίδα ηεο 

είλαη  ε 3 + 2 i, ε άιιε ζα είλαη ε 3  2 i, νπόηε ζα ηζρύεη : x1 x2 = 13  θαη x1 + x2 = 6 
 

1 2

1 2

13
262 2

12
6

2 2

x x

x x

.  

 

 

4). Πόζεο δηαθνξεηηθέο ηηκέο κπνξεί λα πάξεη ε παξάζηαζε i
λ
 + i

λ
.  

ΛΤ΢Ζ 

Θα δηαθξίλνπκε ζε ηέηνηεο αζθήζεηο 4 πεξηπηώζεηο γηα ην θπζηθό λ. 

      1
ε
 πεξίπησζε λα είλαη ηεο κνξθήο λ = 4 θ + 0, νπόηε i

λ
 = i

0
 = 1. 

      2
ε
 πεξίπησζε λα είλαη ηεο κνξθήο λ = 4 θ +1, νπόηε i

λ
 = i

1
 = i. 

      3
ε
 πεξίπησζε λα είλαη ηεο κνξθήο λ = 4 θ + 2, νπόηε i

λ
 = i

2
 = 1.  

      4
ε
 πεξίπησζε λα είλαη ηεο κνξθήο λ = 4 θ + 3, νπόηε i

λ
 = i

3
 = i. 

Έρνπκε  Α = i
λ
 + i

λ
 = i

λ
 + 

1

i
. Δπνκέλσο: 

Αλ  λ = 4 θ, ηόηε  i
λ
 = 1, νπόηε  Α = 1 +1 = 2.  

Αλ  λ = 4 θ +1, ηόηε i
λ
 = i,  νπόηε  Α = i + 

1

i
 = i  i = 0.  

Αλ  λ = 4 θ + 2, ηόηε  i
λ
 = 1, νπόηε  Α = 1  1 = 2.  

Αλ  λ = 4 θ + 3, ηόηε  i
λ
 =  i, νπόηε  Α = i + 

1

i
 =  i + i = 0. 

 

5). Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο : α). z  = z
2
    β). z  = z

3
. 

ΛΤ΢Ζ 

Πξέπεη λα μέξεηο όηη ηηο απιέο εμηζώζεηο θαη αληζώζεηο ηηο ιύλνπκε ζέηνληαο z = x + i y, νπόηε 

θαηαιήγνπκε ζε ζύζηεκα 2 εμηζώζεσλ κε δπν αγλώζηνπο ηνπο ρ, γ ην νπνίν αθνύ ην επηιύζνπκε 

βξίζθνπκε ηα x, y, άξα ηνλ z. 

α). Αλ z = x + i y ηόηε έρνπκε :  

z  = z
2
  x  i y = (x + i y)

2
  x  i y = x

2
 + (i y)

2
 + 2 x y i  x  i y = x

2
  y

2
 + 2 x y i   

 (x
2
  y

2
  x) + (2 x +1) y i = 0  

2 22 2

2 1 0 2 1 0 0 1

200

x y x y

x y xx y x
  

 Αλ 2 x + 1 = 0, δειαδή αλ x =  
1

2
, ηόηε ε (2) γξάθεηαη :  

     
2 21 1 3 3

0
4 2 4 2

y y y . Άξα : z = 
1 3

2 2
i    ή   z = 

1 3

2 2
i      

 Αλ y = 0, ηόηε ε (2) γξάθεηαη : x
2
  x = 0  x (x  1) = 0  x = 0 ή x = 1.  

     Άξα :  z = 0  ή  z = 1. 

 

β). Αλ z = x + i y, έρνπκε : z  = z
3
  x  i y = (x + i y)

3
  x  i y = x

3
 + 3 x

2
y i + 3 x (y i)

2
 + (y i)

3
 

 x  y i = x
3
 + 3 x

2
y i  3 x y

2
  y

3
i  x  y i = (x

3
  3 x y

2
) + (3 x

2
  y

2
) y i  
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2 23 2

2 2 2 2

3 1 03

3 3 1 0

x x yx xy x

x y y y y x y
  

2 2

2 2

0 3 1 0

0 3 1 0

x x y

y x y
 

 Αλ x = 0, ηόηε ε (2) γξάθεηαη : y(1  y
2
) = 0  y = 0 ή y =  1. 

     Άξα : z = 0 ή z = i ή  z = i. 

 

 Αλ x
2
 = 3 y

2
 +1, ηόηε ε (2) γξάθεηαη: 

     y [3(3 y
2
 +1)  y

2
 + 1]  y (8 y

2
 + 4) = 0  y = 0. Άξα x

2
 = 1, νπόηε x = 1 ή   x = 1 θαη  

     επνκέλσο z = 1 ή z = 1. 

 

 

6). Έζησ ν κηγαδηθόο z κε z  0. Να δείμεηε όηη o 
z z

zz
  είλαη πξαγκαηηθόο θαη όηη  

      2  
z z

zz
  2 

ΛΤ΢Ζ 

Αο ζπκεζνύκε όηη αλ z = z  ηόηε z  R θαη αληίζηξνθα. 

z z z z z z

z zz z zz
,  νπόηε ν 

z z

zz
 είλαη πξαγκαηηθόο αθνύ ηζνύηαη κε ηνλ ζπδπγή ηνπ. 

΢ηε ζπλέρεηα ζέινπκε λα δείμνπκε όηη  2  
z z

zz
 2  2  

2
2z z

z z
 2. 

Αλ z = x + i y, ηόηε ζέινπκε λα δείμνπκε όηη : 2  

2 2

2 2

x i y x i y

x y
  2   

 2  

2 2

2 2

2 x y

x y
  2   2 x

2
  2 y

2
  2 x

2
  2 y

2
  2 x

2
 + 2 y

2
   

   2 x
2
   2 x

2
  2 x

2
 + 4 y

2
    4 x

2
   0  4 y

2
, πνπ ηζρύνπλ θαη νη δύν.  

Άξα ηζρύεη θαη ε αξρηθή δηπιή αληζόηεηα. 

7). Να απνδείμεηε όηη (α + β i)
10

 + (β  α i)
10

 = 0, όπνπ α, β  R. 

ΛΤ΢Ζ 

Κάηη πην δύζθνιν! Πξέπεη λα μέξεηο όηη: β  α i = ( 1)β  α i = i
2

β  α i = i (α + β i) 

Δίλαη β  α i = i (α + β i). Δπνκέλσο :  

(α + β i)
10

 + (β  α i)
10

 = (α + β i)
10

 + i
10

(α + β i)
10

 = (α + β i)
10

  (α + β i)
10

 = 0.  

 

 

8). α). Γηα έλα κηγαδηθό αξηζκό z λα απνδείμεηε όηη : 

           Ο z είλαη πξαγκαηηθόο, αλ θαη κόλν αλ z = z . 

           Ο  z είλαη θαληαζηηθόο, αλ θαη κόλν αλ z = z . 

     β). Αλ 1

1

1
z

z
 θαη 2

2

1
z

z
 θαη z1 z2  1, λα απνδείμεηε όηη ν αξηζκόο u = 1 2

1 21

z z

z z
 είλαη  

           πξαγκαηηθόο, ελώ ν αξηζκόο λ = 1 2

1 21

z z

z z
  είλαη θαληαζηηθόο. 
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ΛΤ΢Ζ 

α). Έζησ z = α + β i, νπόηε z  = α  β i. 

 Αλ z = z   α + β i = α  β i  2 β i = 0  β = 0 z  R.  

 Αλ z =  z   α + β i = (α β i)  α + β i  = α + β i  2 α = 0  α = 0  z  I. 

 

β). Αξθεί λα δείμνπκε όηη u  = ζ θαη v  =  λ.  

Δπεηδή 1

1

1
z

z
 θαη  2

2

1
z

z
 ζα είλαη :  

2 1

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 21 2

1 2 1 2

1 1

1 1 1 11 1

z z

z z z z z z z z
u u

z z z zz z

z z z z

.  

2 1

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 21 2

1 2 1 2

1 1

1 1 1 11 1

z z

z z z z z z z z
v v

z z z zz z

z z z z

.   

 

9). Να βξείηε ην γεσκεηξηθό ηόπν ησλ εηθόλσλ ησλ κηγαδηθώλ δ γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη: 

     α), Re
1

z
z

 = 5 Re(z)          β). Im
1

z
z

 = 3 Im(z). 

ΛΤ΢Ζ 

Να μέξνπκε όηη ζηνπο απινύο γεσκεηξηθνύο ηόπνπο ζέηνπκε z = x + i y θαη αλαδεηνύκε ηε 

ζρέζε (ζπλήζσο ζρέζε ηζόηεηαο) πνπ ζπλδέεη ην x κε ην y. 

α). Έζησ z = x + i y. Σόηε  
2 2 2 2

1 1 x y
i

z x i y x y x y
.  

Δπνκέλσο : 
2

2 2

2 2 2 2

1 1 1
Re 5 Re 5 4 0 0

2

x
z z x x x x x y

z x y x y

 

άξα, ν γεσκεηξηθόο ηόπνο είλαη ν άμνλαο y y κε εμαίξεζε ην ζεκείν O(0, 0) ή ν θύθινο κε θέληξν 

O(0, 0) θαη αθηίλα ξ = 
1

2
. 

β). Έρνπκε : 
2 2 2 2 2 2

1 1
Im 3Im 3 4 0 4

y y
z z y y y y

z x y x y x y
  

2

2 2 1
0

2
y x y .  

Άξα, ν γεσκεηξηθόο ηόπνο είλαη ν άμνλαο x x κε εμαίξεζε ην ζεκείν O(0, 0) ή θύθινο κε θέληξν 

O(0, 0) θαη αθηίλα ξ = 
1

2
. 

 

10). Γηα δύν κηγαδηθνύο αξηζκνύο z1 θαη z2 λα απνδείμεηε όηη: 

        α). 1 2 1 2 1 2 1 22 Re 2 Rez z z z z z z z  

        β). 
2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 Re 2 Rez z z z z z z z z z  
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        γ). 
2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 22Re 2Rez z z z z z z z z z  

ΛΤ΢Ζ 

Πξόζεμε λα κάζεηο ηηο αζθήζεηο απηέο γηαηί είλαη βαζηθέο ! 

α). Γλσξίδνπκε όηη z + z  = 2 Re(z), γηα θάζε κηγαδηθό αξηζκό z. Έρνπκε ινηπόλ ηα εμήο :  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 Rez z z z z z z z z z z z z z  ή  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 Rez z z z z z z z z z z z z z .  

 

β). 
2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2z z z z z z z z z z z z z z z z z z  

= 
2 2

1 2 1 22 Rez z z z  

 

γ). 
2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2z z z z z z z z z z z z z z z z z z  =  

= 
2 2

1 2 1 22 Rez z z z .  

 

 

11). Γηα δύν κηγαδηθνύο αξηζκνύο z1 θαη z2 λα απνδείμεηε όηη : 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 22 2z z z z z z  

ΛΤ΢Ζ 

α ηξόπνο: αιγεβξηθόο 

Έζησ  z1 = x1 + y1 i  θαη z2 = x2 + y2 i.  Σόηε : z1 + z2 = (x1 + x2) + (y1 + y2) i  θαη  

z1  z2 = (x1  x2) + (y1  y2) i. Άξα : 

z1 + z2
2
 +| z1  z2

2
 = (x1 + x2)

2
 +(y1 + y2)

2
 + (x1  x2)

2
 + (y1  y2)

2
 = 2 (x1

2
 + y1

2
) + 2 (x2

2
 + y2

2
) 

= 2 z1
2
 + 2 z2

2
. 

 

β  ηξόπνο: εθαξκόδνπκε ηελ άζθεζε 10  

Έρνπκε : z1 + z2
2
 = z1

2
 + z2

2
 +2 Re(z1 z2)    (1) θαη  

z1  z2
2
 = z1

2
 + z2 |

2
  2 Re(z1 z2)    (2). Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο (1) θαη (2) έρνπκε : 

z1 + z2
2
 + z1  z2 |

2
 = 2 z1

2
 + 2 z2

2
.  

 

 

12). Έζησ ν κηγαδηθόο z , γηα ηνλ νπνίν ηζρύεη z  1. Να απνδείμεηε όηη αλ z  = 1, ηόηε ν  

        w = 
1

1

z

z
 είλαη θαληαζηηθόο αξηζκόο θαη αληηζηξόθσο. 

ΛΤ΢Ζ 

Έρνπκε ηηο ηζνδπλακίεο : w θαληαζηηθόο  
1 1

11

z z
w w

zz
 

( z   1) (z +1) = (z  1) ( z  + 1)  z z  + z   z  1 = z z   z + z  + 1   

  2 z z  = 2  z z  = 1  z
2
 = 1   z  = 1.   

 

13). Έζησ ν κηγαδηθόο z κε z  0. Να απνδείμεηε όηη : Ο w = z + 
1

z
 είλαη πξαγκαηηθόο, αλ θαη κόλν  

       αλ ν z είλαη πξαγκαηηθόο ή  z  = 1. 

ΛΤ΢Ζ 
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Έρνπκε ηηο ηζνδπλακίεο : w  R   w = w   
1 1

z z
zz

  z 2
z + z = z z2 + z   

 z z  ( z   z)  ( z   z) = 0  (z z   1) ( z   z) = 0  { z z  = 1 ή  z = z  }  z = 1 ή z  R. 

 

 

14). Έζησ ν κηγαδηθόο z κε z  α i, όπνπ α  R
*
. Να απνδείμεηε όηη : ν w = 

z i

i z
 είλαη 

       θαληαζηηθόο, αλ θαη κόλν αλ ν z είλαη θαληαζηηθόο. 

ΛΤ΢Ζ 

Έρνπκε ηηο ηζνδπλακίεο : w θαληαζηηθόο  w w   
z i z i

i z i z
 

 
z iz i

i zi z
  i z z  + α z  + α z  α

2
i = i z z   α z   α z  α 

2
i  

  2 α z = 2 α z   z  =  z  z θαληαζηηθόο. 

 

 

15). Αλ ε εηθόλα ηνπ κηγαδηθνύ z αλήθεη ζηνλ θύθιν θέληξνπ O(0, 0) θαη αθηίλαο ξ = 1, λα δείμεηε  

       όηη ην ίδην ηζρύεη θαη γηα ηελ εηθόλα ηνπ κηγαδηθνύ w = 
2

2

z i

i z
. 

ΛΤ΢Ζ 

Θέηνπκε z = α + β i, νπόηε  α
2
 +β

2
 = 1   (1) θαη w = x + i y. 

Αλαδεηάκε ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ην x κε ην y. 

Έρνπκε : w = 
2

2

z i

i z
  x + i y = 

2

2

i i

i i
   x + i y = 

2 2

2

i i

i i
   

x + i y = 
2 2 1 22 2 1

2 2 2

i ii

i i i
 =  

           = 

2

2 22 2

2 2 2 1 2 2 1 2

2 2
i  =      

 x+ i y = 

2 2

2 2 2 2

2 5 23

4 4 4 4
i .  

Λόγσ ηεο (1) έρνπκε όηη : x + i y = 
3 2 1 5 2 3 5 4

4 4 1 4 4 1 5 4 5 4
i i .  

Άξα x = 
3

5 4
  θαη y = 

5 4

5 4
. 

Θέινπκε λα δείμνπκε όηη x
2
 + y

2
 = 1. Έρνπκε : x

2
 + y

2
 =  

2 2

3 5 4

5 4 5 4
   

 x
2
 + y

2 
= 

2 2

2 2

3 5 4

5 4 5 4
      x

2
 + y

2 
= 1.  

 

16). Αλ γηα ην κηγαδηθό z ηζρύεη 2 z  1  = z  2 , λα δείμεηε όηη ε εηθόλα ηνπ z αλήθεη ζηνλ  

       θύθιν κε θέληξν O(0, 0) θαη αθηίλα ξ = 1. 
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ΛΤ΢Ζ 

α ηξόπνο: (κέζνδνο ηνπ ηεηξαγσληζκνύ) 

Έρνπκε : 2 z  1  = z  2   2 z  1
2
 = z  2

2
  (2 z  1) (2 z  1) = (z  2) ( z   2)  

 4 z z   2 z  2 z + 1 = z z   2 z  2 z  + 4  3 z z  = 3  z z  = 1  z
2
 = 1  z = 1. 

Άξα, ε εηθόλα ηνπ z αλήθεη ζην κνλαδηαίν θύθιν. 

 

β ηξόπνο : κε αληηθαηάζηαζε  

Αλ z = x + i y, έρνπκε : 2 z  1  = z  2   2 (x + i y)  1  = x + i y  2   

 (2 x  1) + 2 y i  = (x  2) + y i   4 (2 x  1)
2
 + (2 y)

2
 = 4 (x  2)

2
 + y

2
  

 4 x
2
  4 x +1 + 4 y

2
 = x

2
  4 x + 4 + y

2
  3 x

2
 + 3 y

2
 = 3  x

2
 + y

2
 = 1. 

Άξα, ε εηθόλα ηνπ z αλήθεη ζην κνλαδηαίν θύθιν. 

 

 

17). Να βξείηε ην γεσκεηξηθό ηόπν ησλ εηθόλσλ Μ ησλ κηγαδηθώλ z, γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη :  

       z + 1| = z + 4 i . Πνην από ηα ζεκεία Μ απέρεη ηελ ειάρηζηε απόζηαζε από ηελ αξρή        

       O(0, 0). 

ΛΤ΢Ζ 

Ζ ζρέζε πνπ καο δίλεηαη z + 1  = z + 4 i  κεηαηξέπεηαη 

ζηελ z  ( 1 + 0 i)  = z  (0  4 i) , πνπ  σο γλσζηόλ είλαη 

εμίζσζε ηεο κεζνθάζεηεο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο κε άθξα 

Α( 1, 0) θαη  Β(0, 4). Δπεηδή   όκσο   ζα   ρξεηαζζνύκε   ηελ   

εμίζσζή   ηεο εξγαδόκαζηε αιγεβξηθά. Αλ δ = ρ + γί , ηόηε ζα 

έρνπκε : z + 1  = z + 4 i   (x + 1) + y i  = 

= x + (y + 4) i   (x + 1)
2
 + y

2
 = x

2
 + (y +  4)

2
   

 (x + 1)
2
 + y

2
 = x

2
 + (y + 4)

2
   

 x
2
 + 2 x +1 + y

2
 = x

2
 + y

2
 + 8γ +16  2 x +1 = 8 y +16   

 
1 15

4 8
y x . Άξα, ν δεηνύκελνο γεσκεηξηθόο ηόπνο είλαη ε επζεία (ε) : 

1 15

4 8
y x . 

Ο κηγαδηθόο κε ην ειάρηζην κέηξν είλαη απηόο πνπ έρεη γηα εηθόλα ην ίρλνο ηεο θαζέηνπ από ηελ 

αξρή Ο ζηελ ε. Ζ θάζεηνο απηή δηέξρεηαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ Ο(0, 0) θαη έρεη ζπληειεζηή 

δηεύζπλζεο ηνλ αληηζεηναληίζηξνθν ηνπ ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ηεο (ε)  : 
1 15

4 8
y x , άξα ι = 4, 

νπόηε έρεη εμίζσζε y  y0 = ι (x  x0) κε x0 = y0 = 0 θαη ι = 4, άξα y = 4 x θαη επνκέλσο νη 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ ηνκήο ηεο κε ηελ ε βξίζθεηαη από ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

4

1 15

4 8

y x

y x
, πνπ είλαη ην δεύγνο 

15 60
,

43 34
   

Άξα ν κηγαδηθόο κε ην ειάρηζην κέηξν είλαη ν z = 
15 60

43 34
i  θαη ην ειάρηζην κέηξν είλαη ην 

z  = 

2 2
15 60

43 34
  

Παξαηήξεζε : Δπεηδή ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ Μ ησλ κηγάδσλ z είλαη επζεία θαη 

επεθηείλεηαη απεξηόξηζηα, δελ κπνξνύκε λα βξνύκε ηνλ κηγάδα κε ην κεγαιύηεξν κέηξν. 

 

18). Αλ Μ1 θαη Μ2 είλαη νη εηθόλεο ησλ κηγαδηθώλ z1 θαη z2 αληηζηνίρσο θαη z2 = z1 + 
1

4

z
, λα  
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        απνδείμεηε όηη : Όηαλ ην Μ1 θηλείηαη ζε θύθιν θέληξνπ O(0, 0) θαη αθηίλαο 4, ηόηε ην Μ2  

        θηλείηαη ζε κηα έιιεηςε. 

ΛΤ΢Ζ 

Έζησ z1 = x1 + y1 i θαη z2 = x2 + y2 i. Δπεηδή ην ζεκείν Μ1 θηλείηαη ζηνλ θύθιν x
2
 + y

2
 = 4

2 

ζα ηζρύεη x1
2
 + y1

2
 = 16. (1) 

Δπνκέλσο : z2 = z1 + 
1

4

z
  x2 + y2 i = x1 + y1 i + 

1 1

4

x y i
  x2 + y2 i = x1 + y1 i + 1 1

2 2

1 1

4 x y i

x y
   

 x2 + y2 i  = x1 + y1 i + 
1 14

16

x y i
  (ιόγσ ηεο (1)) . x2 + i y2 = x1 + y1 i + 1 1

4 4

x y
i    

 x2 + y2 i = 1 15 3

4 4

x y
i . Δπνκέλσο, x2 = 15

4

x
 θαη y2 = 13

4

y
, νπόηε x1 = 24

5

x
  θαη  y1 = 24

3

y
  (2). 

Αληηθαζηζηνύκε ηηο ηηκέο απηέο ησλ x1 θαη y1 ζηελ (1) θαη έρνπκε :  
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 24 4 16 16
16 16 1

5 3 25 9 25 9

x y x y x y
.  

Άξα, ην ζεκείν Μ2 θηλείηαη ζηελ έιιεηςε κε κεγάιν άμνλα 2 α = 10 θαη εζηίεο Δ ( 4, 0), Δ(4, 0). 

 

 

19). Αλ γηα ηνπο κηγαδηθνύο z1, z2,...,zθ ηζρύεη z1  = z2  = . . . = zθ  = 1, λα απνδείμεηε όηη : 

       z1 + z2 + . . . + zθ  = 
1 2

1 1 1

kz z z
 . 

ΛΤ΢Ζ 

Όηαλ έλαο κηγάδαο έρεη κέηξν z  = θ, κε θ > 0, λα μέξεηο όηη : 

z  = θ  z  = θ
2
  z z  = θ

2
  

2k
z

z
.  

Από ηηο ηζόηεηεο z1  = z2  = z3  =    = zk = 1 έρνπκε : 1 2

1 2

1 1 1
, , , k

k

z z z
z z z

 . 

Άξα : 
1 2 1 2

1 2

1 1 1
k k

k

z z z z z z
z z z

   .   (αθνύ z  = z ) 

 

 

20). Από ηνπο κηγαδηθνύο z γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη z  4 i  = 2, πνηνο έρεη ην ειάρηζην θαη πνηνο  

        ην κέγηζην δπλαηό κέηξν ; 

ΛΤ΢Ζ 

Από ηελ ηζόηεηα z  4 i |= 2 πξνθύπηεη όηη ε απόζηαζε ηνπ Μ(z) από 

ην ζεκείν Κ(0, 4) είλαη ζηαζεξή θαη ίζε κε 2. Δπνκέλσο ην Μ αλήθεη ζε 

θύθιν κε θέληξν Κ(0, 4) θαη αθηίλα ξ = 2. Σν z  είλαη ε απόζηαζε ηεο 

εηθόλαο Μ(z) από ηελ αξρή O(0, 0), δειαδή ην κήθνο OΜ. Από ηε 

Γεσκεηξία, όκσο, γλσξίδνπκε όηη αλ ε επζεία 0Κ ηέκλεη ηνλ θύθιν ζηα Α 

θαη Β, ηόηε (OΑ)  (OΜ)  (OΒ), πνπ ζεκαίλεη όηη ε κέγηζηε ηηκή ηνπ z  

είλαη ην κήθνο (OΒ) θαη ε ειάρηζηε ην κήθνο (0Α). Ο κηγαδηθόο ινηπόλ κε 

ην ειάρηζην κέηξν είλαη ν δ1 = 2ί θαη ν κηγαδηθόο κε ην κέγηζην κέηξν είλαη 

ν z2 = 6 i.  
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21). Αλ γηα ηνπο κηγαδηθνύο z ηζρύεη z  = 1, λα βξείηε πνπ αλήθνπλ νη εηθόλεο ησλ κηγαδηθώλ w  

        κε w = 2 z + 1. 

ΛΤ΢Ζ 

΢ρόιην ! ΢ηελ άζθεζε απηή έρνπκε ηνλ κηγάδα z πνπ μέξνπκε ηνλ γεσκεηξηθό ηνπ ηόπν γηαηί αθνύ 

z = 1, ζπκπεξαίλνπκε όηη νη εηθόλεο ηνπ z ζα βξίζθνληαη ζηνλ θύθιν θέληξνπ O(0, 0) θαη αθηίλαο 

ξ = 1, θαη αλαδεηάκε ηνλ γεσκεηξηθό ηόπν ησλ εηθόλσλ ηνπ κηγαδηθνύ w πνπ εθθξάδεηαη 

ζπλαξηήζεη ηνπ z. ΢ηηο αζθήζεηο απηήο ηεο θαηεγνξίαο ζα εξγαδόκαζηε σο εμήο : Θέηνπκε z = α + 

β i, νπόηε α
2
 + β

2
 = 1  (1) θαη w = x + i y. Αλαδεηάκε ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ην x κε ην y. Έρνπκε 

: w = 2 z + 1  x + i y = 2 (α + β i) + 1  x + i y = (2 α +1) + 2 β i   

 { x = 2 α + 1   θαη   y = 2 β } (2). 

Πξόζεμε ηώξα ! Αλ θαη δεηάκε ηελ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ην x κε ην y, ζα επηιύζνπκε ην ζύζηεκα σο 

πξνο ηα α θαη β θαη ζηε ζπλέρεηα απηά πνπ ζα βξνύκε ζα ηα αληηθαηαζηήζνπκε ζηε ζρέζε (1) πνπ 

ηα ζπλδέεη, γηα λα βξνύκε ην δεηνύκελν.  

Δπηιύνληαο ινηπόλ ηηο ζρέζεηο (2) σο πξνο α θαη β έρνπκε :  

1

2

2

x

y
. Αληηθαζηζηώληαο ζηελ 

ζπλέρεηα ζηελ (1) έρνπκε : 

2 2
2 2 21

1 1 2
2 2

x y
x y  (x  1)

2
 + y

2
 = 2

2
, νπόηε ν 

γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ εηθόλσλ ηνπ w είλαη ν θύθινο θέληξνπ Κ(1, 0) θαη αθηίλαο ξ = 1. 

 

22). Αλ γηα ην κηγαδηθό z ηζρύεη  z  (2 + 2 i)  =  2  λα βξεζεί : 

        α). Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο ηεο εηθόλαο ηνπ z ζην κηγαδηθό επίπεδν.  

        β). Ζ κέγηζηε θαη ε ειάρηζηε ηηκή ηνπ z . 

ΛΤ΢Ζ 

α). Ζ ηζόηεηα z  (2 + 2 i) = 2  επαιεζεύεηαη από όινπο ηνπο κηγαδηθνύο z πνπ έρνπλ 

ηελ ηδηόηεηα νη εηθόλεο ηνπο λα απέρνπλ από ην ζεκείν Κ(2, 2) ζηαζεξή απόζηαζε ίζε κε 

2  θαη κόλν από απηνύο. Δπνκέλσο, ν δεηνύκελνο γεσκεηξηθόο ηόπνο είλαη ν θύθινο κε 

θέληξν Κ(2, 2) θαη αθηίλα ξ = 2  δειαδή ν θύθινο (x  2)
2
 + (y  2)

2
 = 2. 

 

β). Σν z  είλαη ε απόζηαζε ηεο εηθόλαο Μ(z) από ηελ αξρή O(0, 

0), δειαδή ην κήθνο ΟΜ. Από ηε Γεσκεηξία, όκσο, γλσξίδνπκε 

όηη αλ ε επζεία ΟΚ ηέκλεη ηνλ θύθιν ζηα Α θαη Β, ηόηε  

(ΟΑ)  (ΟΜ)  (ΟΒ), πνπ ζεκαίλεη όηη ε κέγηζηε ηηκή ηνπ z  

είλαη ην κήθνο (ΟΒ) θαη ε ειάρηζηε ην κήθνο (ΟΑ). 

Πξέπεη ινηπόλ λα βξνύκε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο ΟΚ θαη λα 

ιύζνπκε ην ζύζηεκα ηεο επζείαο θαη ηνπ θύθινπ (x  2)
2
 + (y  

2)
2
 = 2, γηα λα βξνύκε ηα θνηλά ζεκεία ηνπο πνπ είλαη ηα Α, Β.  

Ζ επζεία ΟΚ ζα έρεη εμίζσζε y  y0 = ι (x  x0), όπνπ (x0, y0),  
 

έλα ζεκείν από ην νπνίν δηέξρεηαη θαη ι ν ζπληειεζηήο δηεύζπλζήο ηεο. Έλα ζεκείν από ην νπνίν 

δηέξρεηαη είλαη ην Ο(0, 0), άξα x0 = 0 θαη y0 = 0. Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζήο ηεο είλαη ν  

ι = 0

0

2 0
1

2 0

k

k

y y

x x
, κηαο θαη δηέξρεηαη από ηα ζεκεία Ο(0, 0) θαη Κ(2, 2), νπόηε ε εμίζσζε ηεο 

ΟΚ είλαη : y  0 = ι (x  0)  y = ι x.   Δπνκέλσο, νη ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ Α θαη Β ζα είλαη 

νη ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο  

{ (x  2)
2
 + (y  2)

2
 = 2  θαη y = x }, πνπ είλαη ηα δεύγε (1, 1) θαη (3, 3). Άξα, ε κέγηζηε ηηκή ηνπ  
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z  είλαη ίζε κε (ΟΒ) = 2 23 3 3 2  θαη ε ειάρηζηε ίζε κε (ΟΑ) = 2 21 1 2 . 
 

 

 

 

 

23). Αλ z  8  = z  2 , λα δείμεηε όηη Re(z) = 5. 

ΛΤ΢Ζ 

΢ηηο αζθήζεηο πνπ έρνπλ κέηξα θαη ζέινπκε λα απαιιαγνύκε από απηά, αθνύ εμαζθαιίζνπκε όηη 

θαη ηα δπν κέιε είλαη νκόζεκα, πςώλνπκε ζην ηεηξάγσλν (κέζνδνο ηνπ ηεηξαγσληζκνύ) θαη 

ρξεζηκνπνηνύκε ηελ ηδηόηεηα z
2
 = z z , γηα θάζε κέηξν κηγάδα πνπ είλαη πςσκέλν ζην 

ηεηξάγσλν. 

Έρνπκε z  8  = z  2  θαη επεηδή ηα δπν κέιε είλαη ζεηηθά, πςώλνπκε ζην ηεηξάγσλν θαη 

έρνπκε : z  8|
2
 = z  2|

2
  (z  8) ( z   8) = (z  2) ( z   2)  

 z z   8 z  8 z  + 64 = z z   2 z  2 z  + 4  6 z  6 z  = 60  z + z  = 10   

 2 Re(z) = 10  Re(z) = 5. 

 

24). Αλ γηα ηνλ κηγαδηθό αξηζκό z ηζρύεη z + 4 i   1, λα βξεζεί ην κέγηζην θαη ην ειάρηζην 

       ηνπ z  3 . 

ΛΤ΢Ζ 

Μειέηεζε θαιά ηελ άζθεζε  

α ηξόπνο 

Θα εθαξκόζνπκε ηελ ηξηγσληθή ηδηόηεηα : z1   z2   z1 + z2  < z1  + z2 . 

 Έρνπκε z  3| = z + 4 i  4 i  3  = (z + 4 i) + ( 3  4 i)  = ( 3  4 i) + (z + 4 i) .  

Αλ ζέζνπκε z1 = 3  4 i , z2 = z + 4 i θαη εθαξκόζνπκε ην δεύηεξν ζθέινο ηεο ηξηγσληθήο   

αληζόηεηαο z1 + z2   z1  + z2 , έρνπκε :  

z  3  = ( 3  4 i) + (z + 4 i)   3  4 i  + z + 4 i   
2 2

3 4  + z + 4 i .    (1)   

Όκσο   z + 4 i   1, νπόηε ε (1) γίλεηαη : z  3|  
2 2

3 4  =  5 + 1 = 6.  

Άξα z  3   6, πνπ ζεκαίλεη όηη ην κέγηζην ηνπ z  3  είλαη ην 6. 

 Έρνπκε z  3  = ( 3  4 i) + (z + 4 i) . Αλ ζέζνπκε z1 = 3  4 i ,  

z2 = z + 4 i θαη εθαξκόζνπκε ην πξώην ζθέινο ηεο ηξηγσληθήο αληζόηεηαο,  

z1 + z2  z1  z2  έρνπκε :  

z  3  = ( 3  4 i) + (z + 4 i)|   3  4 i   z + 4 i  
2 2

3 4   z + 4 i   (2) 

Όκσο z + 4 i   1, νπόηε ε (2) γίλεηαη : z  3  25   1 = 4, z  3   4, πνπ ζεκαίλεη όηη ην 

ειάρηζην ηνπ z  3  είλαη ην 4, άξα ηειηθά : 4  z  3   6. 

 

Πξόζεμε ηνλ ηξόπν πνπ εληζρύνπκε ηηο αληζόηεηεο. Γηα λα κελ θάλεηο ιάζνο λα βάδεηο πάληα ζαλ  

z1 ηνλ κηγάδα πνπ έρεη ζηαζεξό κέηξν  

 

β! ηξόπνο (Γεσκεηξηθόο) 

z + 4 i   1  z  (0  4 i)   1, νπόηε αλ Μ(x, y) ε εηθόλα ηνπ z = x + i y θαη Κ(0, 4) ε 

εηθόλα ηνπ w = 0  4 i, ε ζρέζε κεηαηξέπεηαη ζηελ (ΜΚ)  1, πνπ ζεκαίλεη όηη νη εηθόλεο Μ ηνπ z 

βξίζθνληαη κέζα ζηνλ θπθιηθό δίζθν κε θέληξν ην Κ θαη αθηίλαο 1. Αλαδεηάκε ην κέγηζην θαη ην 

ειάρηζην ηνπ z 3  = z  (3 + 0 i) , πνπ γεσκεηξηθά εθθξάδεη ηελ απόζηαζε ΜΑ ηνπ ζεκείνπ 
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Μ από ην ζηαζεξό ζεκείν Α(3, 0). Σν κέγηζην θαη ην ειάρηζην ηνπ ΜΑ ην βξίζθνπκε θαηά ηα 

γλσζηά, από ηελ ηνκή ηεο επζείαο ΚΑ κε ηνλ θύθιν θέληξνπ Κ θαη αθηίλαο ξ = 1. 

Άξα πξέπεη λα βξνύκε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο ΚΑ θαη ηνπ θύθινπ, λα ιύζνπκε ην ζύζηεκά ηνπο 

θαη λα πξνζδηνξίζνπκε ην δεηνύκελν. 

Δμίζσζε ΚΑ : y  y0 = ι (x  x0), όπνπ x0 = 3 θαη y0 = 0 θαη ι = 
4 0 4

0 3 3
, άξα  

y  0 = 3 (x  3)   (1), θαη ε εμίζσζε ηνπ θύθινπ είλαη x
2
 + (y + 4)

2
 = 1 (2).  

Οπόηε ιύλνληαο ην ζύζηεκα ησλ (1) θαη (2) βξίζθνπκε ηα δεηνύκελα.  

 

 

25). Να δείμεηε όηη γηα θάζε κηγαδηθό z ηζρύεη : 2 z   Re(z)  + Im(z) . 

ΛΤ΢Ζ 

Αλ z = x + i y, ηόηε : 2 z = 2
2 2x y  = 

2 22 2x y   θαη  

Re(z)  + Im(z)  = x  + y|. Άξα ζέινπκε λα δείμνπκε όηη :  
2 2x y   x  + y  2 (x

2
 + y

2
)  ( x  + y )

2
  2 x

2
 + 2 y

2
  x

2
 + y

2
 + 2 x y    

x
2
 + y

2
  2 x y    x

2
 + y

2
  2 x y   0  x

2
 + y

2
 2 x y   0  

 ( x   y )
2
  0, πνπ ηζρύεη. 

 

 


